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Πρόλογος του εκδότη 


Το τρίτο βιβλίο της σειράς "εξετάσεις” είναι πια στα χέρια σας. 
Αποτελεί συνέχεια των προηγουμένιον... 

• "εξετάσεις ’93" Διαγωνίσματα - επανάληψη 

• “εξετάσεις ’94” Προβλήματα - επανάληψη 

Είναι ταυόχρονα ένα πλήρες, αυτοδύναμο βιβλίο για την 
επανάληψη των υποψηφίων της Α' ΔΕΣΜΗΣ. 

Το... 

• "εξετάσεις ’95” Θέματα - επανάληψη 

περιέχει 300 περίπου λυμένα και άλυτα θέματα απ' όλη την ύλη 
ταξινομημένα και μεθοδικά λυμένα. 

Η συνεργασία τυχν τριών συγγραφέων 

Θ. Καζαντζή - Γ. Μαυρίδη - Ε. Μήτσιου 
ήδη γνωστών από το εκπαιδευτικό τους έργο, αποτελεί εγγύηση για 
την ποιότητα και αυτού του βιβλίου. 

Θεσσαλονίκη 7/5/95 

Ο εκδότης 

Χάρης Βαφειάδης 


Υ.Γ. Από τη θέση αυτή θελιό να Ευχαριστήσω ιδιαίτερα την 
κ. Ξένια Μασούσα για την άρτια και ταχύτατη ηλεκτρονική στοι¬ 
χειοθεσία και σελιδοποίηση αυτού του βιβλίου χαθιίχς επίσης και 
τον κ. Δημήτρη Ευαγγελινδγια την επιμέλεια τιιτν οχημάτων. 


ΛΥΜΕΝΑ ΘΕΜΑΤΑ 


ΘΕΜΑ 1 

Έστω Α, Β, Γ πίνακες τύπου νχν για τους οποίους ισχύουν: 
α) ΑΒΓ = Γ, 0) ΒΓΑ = Α και γ) ΓΑΒ = Β 
Να δείξετε ότι: 

I) Α 2 + Β 3 + Γ 2 = ΑΒ + ΒΓ + ΓΑ 

π) α + β + γ = α 2 β + β 2 γ + γ 2 α 

ΛΥΣΗ 

ί) Έχουμε ΑΒΓ = Γ. Αρα Γ(ΑΒΓ) = ΓΓ <=> (ΓΑΒ)Γ = Γ 2 «ΒΓ = Γ 2 
ΒΓΑ = Α. Αρα Α(ΒΓΑ) = ΑΑ <=> (ΑΒΓ)λ = Α 2 «ΓΑ = Α 2 
ΓΑΒ = Β. Αρα Β(ΓΑΒ) = ΒΒ (ΒΓΑ)Β = Β 2 « ΑΒ = Β 2 
Οπότε Α 2 + Β 2 + Γ 2 = ΑΒ + ΒΓ + ΓΑ 
η) Είναι ΒΓ = Γ 2 . Αρα ΒΓΑ = Γ 2 Α « Α = Γ 2 Α 
ΓΑ = Α 2 Αρα ΓΑΒ = Α 2 Β & Β = Α 2 Β 
ΑΒ = Β 2 Αρα ΑΒΓ = Β 2 Γ Γ = Β 2 Γ 
Οπότε Α + Β + Γ = Α 2 Β + Β 2 Γ + Γ 2 Α. 


ΘΕΜΑ 2 

Έστω Α, Β πίνακες τύπου νχν για τους οποίους ισχύει: 

Α 2 = ΑΒ + λΐ και Β 2 = ΒΑ - λΐ, όπου λ σταθερός πραγματικός αριθμός 
Να δείξετε ότι λ = 0. 

ΛΥΣΗ 

Έστω ότι λ * 0. 

Οπότε Α 2 = ΑΒ + λΐ <=> Α 2 - ΑΒ = λΙ « —Α(Α — Β) = Ι <=>(Α — Β) ' = -ί Α 

λ λ 

και Β 2 = ΒΑ - λΐ « ΒΑ - Β 2 = λΐ <=> ί- Β(Α - Β) = I <=>(Α - Β)"' =ί Β 

λ λ 

Αρτι - Α= ·-Β<=>Α = Β. 
λ λ 

Επομένως η ισότητα Α 2 = ΑΒ + λΐ γίνεται Α 2 = Α 2 + λΐ <=> λΐ = 0, αδύνατο αφού 
λ*0. Αρα είναι λ = 0. 
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ΘΕΜΑ 3 

Έστω Α ένας πίνακας τύπου νχν για τον οποίο ισχύει Α 4 = Α + I 
Να δείξετε ότι: 

0 Οι πίνακες Α, Α 2 + I και Α 2 -Ι είναι αντιστρέψιμοι, 
ίί) (Α 2 + 1)" 1 + (Α 2 - 1)" 1 = 2Α. 

ΛΥΣΗ 

ί) Έχουμε Α 4 = Α + Ι<=>Α 4 -Α = Ι<=>Α(Α 3 -1) = I 
Δηλαόή ο Α είναι αντιστρέψιμος με Α -1 = Α 3 -1 
Επίσης Α 4 = Α + ΙοΑ 4 -Ι = Α<=>(Α 2 - I) (Α 2 + I) = Α <=> 

<=> α-·(Α 2 -1) (Α 2 +1) = Α-'Α ** (Α 3 -1) (Α 2 -1) (Α 2 + I) = I 
Αρα ο Α 2 + 1 είναι αντιστρέψιμος με (Α 2 + I) -1 = (Α 2 -1) (Α 2 -1). 
Επίσης (Α 2 +1) (Α 3 -1) (Α 2 -1) = 1 

Δηλαόή ο Α 2 -1 είναι αντιστρέψιμος με (Α 2 - I)" 1 = (Α 2 + I) (Α 3 -1) 

ϋ) Έχουμε (Α 2 +!)-' + (Α 2 - !)-' = (Α 3 -1) <Α 2 -1) + (Α 2 +1) (Α 3 -1) = 

= Α 5 - Α 3 - Α 2 + I + Α 5 - Α 2 + Α 3 -1 = 2Α 5 - 2Α 2 = 2Α 2 (Α 3 -1) = 

= 2ΑΑΑ-'=2ΑΙ = 2Α. 


ΘΕΜΑ 4 

Έστω Α, Β, Γ πίνακες τύπου νχν για τους οποίους ισχύουν 
Α 2 = ΑΓ + I και ΒΓ = ΒΑ 

Να δείξετε ότι: 

ί) (Α-Β)(Α-Γ) = (Α-Γ)(Α-Β) 
ίί) ΑΒ + ΒΓ + ΓΑ = ΒΑ +ΑΓ + ΓΒ 

ΛΥΣΗ 

ί)· Έχουμε (Α-Β)(Α-Γ) = Α 2 - ΑΓ - ΒΑ + ΒΓ = < ΑΓ + I) - ΑΓ - Β Α + ΒΑ = I 
Οπότε και (Α - Γ) (Α - Β) = I. 

Άρα (Α - Β) (Α - Γ) = (Α - Γ) (Α - Β) 

ίί) Δείξαμε ότι (Α - Β) (Α - Γ) = {Α - Γ) ( Α - Β) 

δηλαδή Α 2 — ΑΓ — ΒΑ + ΒΓ = Α 2 - ΑΒ - ΓΑ + ΓΒ οπότε παίρνουμε 
τελικά ΑΒ + ΒΓ + ΓΑ = ΒΑ + ΑΓ + ΓΒ. 
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ΘΕΜΑ 5 

Αν Α, Β είναι νχν πίνακες για τους οποίους ισχΰονν Α 2 = Α 3 και 
Α + Β = I να δείξετε ότι: 
α) είναι (ΑΒ) Ζ = Ο και ότι 

β) οι πίνακες I - ΑΒ και I + ΑΒ είναι αντιστρέψιμοι. 

ΛΥΣΗ Αβ/δ 1 

α) Έχουμε Α + Β = I, οπότε, πολλ/ντας με 
Α από αριστερά, βρίσκουμε 
Α 2 + ΑΒ = Α 

ήρα και 

ΑΒ = Α - Α 2 

Πολλ/με τα μέλη της τελευταίας από δεξιά 
με Α και έχουμε 

ΑΒΑ = Α 2 -Α 3 
δηλαδή ΑΒΑ = Ο 
Θα είναι λοιπόν (ΑΒ) 2 = ΑΒΑΒ = ΟΒ = Ο. 
β) Εφ’όσον (ΑΒ) 2 = 0, θα έχουμε 1 = 1 — (ΑΒ) 2 . 

Αλλά (I + ΑΒ) (I - ΑΒ) = 1 - (ΑΒ) 2 , οπότε (I + ΑΒ) (I - ΑΒ) = I. 

Οι πίνακες I + ΑΒ, I - ΑΒ είναι λοιπόν αντιστρέψιμοι και καθένας τους εί¬ 
ναι αντίστροφος του άλλου. 


• Είναι (ΑΒ) 2 = ΑΒΑΒ 
Συνδυάζοντας τα δεδομένα, 
προσπαθούμε να διατυπώσουμε 
συμπεράσματα για τους πίνακες 
ΑΒ, ΒΑ, ΑΒΑ κ.λπ. και κατό¬ 
πιν για το γινόμενο ΑΒΑΒ. 


ΘΕΜΑ 6 

Αν X = Υ + ΑΧΒ, όπου Α, Β, X, Υ είναι νχν (τετραγωνικοί) πίνα¬ 
κες, με Α 3 = Ο να βρεθεί ο πίνακας X συναρτήσει των Υ, Α, Β. 

ΑΥΣΗ 

Πολλ/με τα μέλη της X = Υ + ΑΧΒ από αριστερά με Α 2 και βρίσκουμε 

Α 2 Χ = Α 2 Υ + Α 3 ΧΒ δηλαδή Α 2 Χ = Α 2 Υ (I). 

Πολλ/τας πάλι τα μέλη της αρχικής από αριστερά με Α, θα έχοιηιε 
ΑΧ = ΑΥ + Α 2 ΧΒ. Όμως Α 2 Χ = Α 2 Υ οπότε θα είναι και 

ΑΧ = ΑΥ + Α : ΥΒ 

Αντικαθιστούμε την τελευταία έκφραση του γινομένου ΑΧ στην αρχική 
X = Υ + ΑΧΒ, βρίσκοιηιε X = Υ + (ΑΥ + Α 2 ΥΒ)Β = Υ + ΑΥΒ + Α 2 ΥΒ 2 . 
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ΘΕΜΑ 7 

Να βγείτε τον 3x3 αντιστρέψιμο πίνακα Α αν είναι 

3 2|Α| -1 


Α = 


-|α! 

ο 


0 3 + |Α| 

-ΊΑ] 1 


ΛΥΣΗ 

Αρκεί να βρούμε την ΙΑΙ 

3 2(Α| 

Είναι Α = —|Α| 

0 —(Α) 

3 2|Α| 


Οπότε |Α] = 


-|α| 

0 


ο 

—|Α| 


-1 

3 + |Α| 

1 

-1 

3 + |Α] 

1 


ο|Α| = 3 


0 

ΗΑ] 


3 + |Α] 
1 


+ |Α| 


'2|Α] -1 
-|Α] 1 


<=> ΙΑΙ = 3ΙΑΙ (3 + ΙΑΙ) + ΙΑΙ (2ΙΑΙ - ΙΑΙ) <=> 4ΙΑΙ 2 + 8ΙΑΙ = 0. Όμιος ΙΑΙ * 0 διότι 
ο Α είναι αντιστρέψιμος. Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι ΙΑΙ = -2, 

' 3 -4-1 
Αρα Α= 2 0 1 
0 2 1 


ΘΕΜΑ 8 

Να βρείτε τους πίνακες Α,Β για τους οποίους ισχύουν 



0 -2|Α| 3 


0 1 —1 Α] 

ΑΒ = 

-1 -1 |Α| 

και Α = 

-1 2 + [Α| -1 


0 10 7|Β|, 


0 5 + |Α| -2|Α| 


ΛΥΣΗ 

Καταρχήν θα υπολογίσουμε τις ΙΑΙ και ΙΒΙ, 



0 -2|Α| 3 


0 -2|Α| 3 

Εχουμε ΑΒ = 

-1 -1 |Α| 

. Οπότε |ΑΒ| = 

-1 -1 |Α| 


Ο 

ο 

<1 


0 10 7|Β| 
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<*|Α||Β|=1 


-2|Α| 3 
10 7|Β| 


<=>|Α||Β| = -14(Α||Β|-30«|Α)|Β| = -2 (I) 



0 1 -|Α| ' 

. Άρο |Α| = 

0 1 -|Α| 

Επίσης Α = 

-1 2 + |Α| -1 

-1 2+ )Α) -1 


0 5+ |Α| -2|Α| 


0 5+ |Α| -2|Α) 


«Η=! 


1 -|α| 

5 +|Α| -2|Α| 


«>|Αΐ = -2|Α|+1 Α|(5 +1 Α|) «|Α| 2 + 2|Α| = 0 


Οπότε λόγω της (1) ΙΊρίσκουμε ΙΑΙ=-2και ΙΒΙ=1, 


ί 0 1 2 

Άρα Α = _] ο -1 

και ΑΒ = 

* 0 4 3 
-1 -1 -2 

δηλαδή Β = Α~' 

’ 0 4 3 
-1 -1 -2 

. 0 3 4 . 


. 0 10 7 


■ 1 

Γ"* 

Ο 

Ο 

_I 


Θα χ'πολογίαουμε τον Α 1 με τη βοήθεια του τύπου Α ^ -—ίΐφΑ 


Είναι Α,, - 


0 -1| 
3 4 


-1 -1 
0 4 


-3, Α |2 — 

Α = _|1 2 ! 2 Α _|0 2 \ 

- ι | 3 4| 2 * Αώ Ίο 4| 

Α =1 1 21. Α = _| 0 2 
Α3 ' Ιο -ι| ' Α “ |-ι - 


-4, Α 13 - 


= 0. 


Α, 3 -— 


—2, Α 33 - 


-1 0 
0 3 

0 1 

0 3 

0 1 

-1 0 


|Α| 

= -3 

= 0 

= 1 


Επο|.ΐέν(ΐ)ς Α 1 =-~ 


3 2 -1 

4 0-2 
-3 0 1 


- 1 -, 1 

2 2 

-2 0 1 


3 

2 


0 ”7 

2 } 


και Β = Α 


0 4 3 
-1 -1 -2 
0 10 7 


-1-1 I 
2 2 

-2 0 1 

1 0 -I 


0 4 3 
-I -1 -2 
0 10 7 


1 0 1 
0 2 I 

0 I I 
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ΘΕΜΑ 9 

Αν οι εξισώσεις 
α,ιιμί + β ( συνΙ = γ, 
α 2 ημΙ + β 2 συνί = γ 2 

«·»ημ*+Μννί=γ 3 

έχουν κοινή λύση να δεί ξετε ότι: 


α, γ, 1 

2 

β. γ, ι 

2 

α, β, 1 

«4 Υ 2 1 

+ 

βϊ Υ 2 1 

= 

<4 Ρ 2 1 

«3 Υ.ι 1 


βιΥ,Ι 


«3 Ρ.ι 1 


ΑΥΣΗ 

Έστω ^ μία κοινή λνση των δεδομένων εξισώσεων 



α, γ, 1 

2 

α, α 1 ΐϊ« 0 +β ι σχ·ν! 0 1 

2 

Ϊ2->Σ2-(ιιιϊο^Ι 

α, β,συνΐ;, 1 

Είναι 

<4 Υ 2 1 


α, α 2 τμ^ ) +β 2 συνΐ η 1 

= 

α 2 β,σΐΜ 0 1 


«3 Υ3 1 


«3 %*%Η* 3 <Λ’νΐο 1 


«3 Ρ#«Μο * 



«ι Ρ. 1 

ι 2 

α, Ρ, 1 

(σΐΜ 0 

α, β, 1 

)·=σι«ν'ΐ 0 

α, β, 1 


«3 03 1 


α, β, I 



0ι Υ, ι 

2 

Ρι “ιημίο+βι 0 ™*!) 1 

2 

22-»Σ2-Ιΐ|ηο^Ι 

Ρ( Ο|»»«ο 1 

Επίσης 

β 2 γ 2 1 

= 

β, α,ημΐ 0 +β,οι>νί 0 1 

- 

02 «2^4 1 


03 Υ3 1 


Ρι ^η>(ί„-Η1,σχηΐ η 1 


03 α,ημΐ,, 1 


= (-*»«(, 


α, β, 1 
α, β, I 

«3 Ρ 3 1 


) 2 = >ιμ\ 

α, β, 1 

«2 02 1 


α, β, 1 



«ι Υι 

1 

2 

β. Υ. 1 

2 

Τ> 1 

α ι Υι 1 

2 

α, β, ! 2 

Αρα 

«2 Υ 2 

1 

+ 

02 Υ2 1 

= (αυν\+ ημ'ΐο) 

«, γ, 1 

= 

«, β, 1 


«3 Υ3 

1 


Ρ? Υ.1 ί 


«3 Ίί 1 


<4 03 1 


ΘΕΜΑ 10 

Έστω Α, Β, Γ» Α αντιστρέψιμοι πίνακες τνπου νχν. 

Αν ισχύουν ΑΓ = ΓΑ και ΓΔ = ΔΓ να δείξετε ότι: 
ί) Α -1 Γ = ΓΑ’ 1 και ΓΔ" 1 = Δ-'Γ, ίί) |ΑΔ - ΓΒ| = |ΑΔ - ΒΓ| 


ΛΥΣΗ 





































II 


ί) Είναι ΑΓ = ΓΑ <=> Α" ι (ΑΓ) = Α-'(ΓΑ) «=> (Α“ ι Α)Γ = (Α -1 Γ)Α » 
ο ΙΓ = (Α-'Γ)Α « ΓΑ-' = (Α-'Γ)ΑΑ- 1 ΓΑ" 1 = Α-'Π 
δηλαδή ΓΑ _Ι = Α-'Γ 
Όμοια δείχνουμε ότι ΓΔ _Ι = Δ~'Γ. 

π) Έχουμε ΙΑΔ - ΓΒΙ = ΙΑΔ - (ΑΔ) (ΑΔΓ'ΓΒΙ = ΙΑΔ(Ι - (ΑΔΓ'ΓΒ)Ι = 
= ΙΑΔΙII -(ΑΔ)- ι (ΓΒ)Ι = ΙΑΔΙII -Δ-'Α-'ΓΒΙ = 

= ΙΑΔΙ ΙΒ'Β -Δ-'ΓΑ-'ΒΙ = ΙΑΔΙ Ι(Β" 1 -Δ- ι ΓΑ-')ΒΙ = 

= ΙΑΔΙ ΙΒ-' -Δ-'ΓΑ-'Ι ΙΒΙ = ΙΒΙΙΒ -1 -Δ" ι ΓΑ -1 Ι ΙΑΔΙ = 

= ΙΒΒ-' - ΒΔ-’ΓΑ'Ί ΙΑΔΙ = ΙΙΑΔ - ΒΔ - 'ΓΑ~'ΑΔΙ = 

= ΙΑΔ - ΒΔ-'ΓΔΙ = ΙΑΔ - ΒΔ -, ΔΓΙ = ΙΑΔ - ΒΠ. 


ΘΕΜΑ 11 

Να βρείτε τους πίνακες Α καθώς επίσης και τους αντίστροφους αυ¬ 
τών έτσι ώστε να ισχύουν 


|Α| = 1 και Α + Α 


-1 2 
2 1) 


-1 = 0 


ΛΥΣΗ 

Προφανώς ο Α είναι τύπον 2x2. 
2 

Εχουμε Α' + Α 


<=>Α 

Αν Α 


Η 2 -ι = ο«α ! +α 

-1 2 

1 2 1] 

2 1 


Ηί :ΐι- 

·Ι:;Ι 


= ϊ « 


I δηλαδή Α'' = Α + “ (I) 


τότε Α 


·' - * [» -γ I 

ΙΑΙ ί -ζ χ ] 


και Α ' = 


ίο -χ 
-ζ X 


, αφού ΙΑΙ = I. 


Οπότε η (1) γίνεται 


Γ “*] = [ 51 >ΐ + 

-1 2 

<=> 

ω 


χ-Ι γ+2 

[ -Ζ X ] [Ζ (<ω 

, 21 . 


-ζ χ . 


ζ+2 (ο+Ι 


I ω Γ Χ :1 Ι Χ Γ?' ιμμ-1 

^_2+2 « £! »·μ« α - 

\ χ = < 0+1 \χ=<ο+1 ' ζ 


(ο+Ι -1 
-1 ω 


, ιο€ Κ 


Εξετάζουμε τιάρα ποιοί από τους πίνακες που βρήκαμε ικανοποιούν την ισότητα 

ΙΑΙ = 1 <=>|" Η ’ Ι I = 1 <=>(.>* + <»- I = 1 ΐ=>ιι)· + (ο-2 = 0 <=>{ω = -1 ή ω = 1) 
-I ω 
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Για <ο = —I * Α = 


Για ω= 1, Α = 



2 -Γ 

ί 2 -*ι 

4 2 _1 1 

[-1 2], 

[I 01 



00 

-ί ι. 

ΙΙ-ι 1 1 

1-1 1 

2 -1 ■ 

Ίο ι] 



. 00 . 


Ώστε το πρόβλημα έχει ακριβώς δύο λύσεις 


Α = 

Η -ΠκαιΑ^Ι - 2 1 1 ή Α = 

2 -1 

καιΑ ' = 

ι ι; 


ί-1 -2] 1 1 -1 3 

-1 1 


1 2 


ΘΕΜΑ 12 

'Εστω Α πίνακας τύπου νχν τέτοιος ώστε για κάβε χ, ν ε !Κ 
|Α + χΙ| >χ 3 και |Α + (χ + ^)Ι| > |Α + χΙ| + |Α + γΙ| 

Να δείξετε ότι: 

ί) Ο Α δεν είναι αντιστρέψιμος 
ϋ) |Α + χΙ| = χ 3 , για κάθε χ ε ΙΚ 
ίΠ) Ο Α είναι τύπου 3x3. 

ΛΥΣΗ 

ί) Αρκεί να δείξουμε ότι ΙΑΙ = 0. Γνωρίζουμε ότι για κάβε χ ε 1Κ ισχύουν 
ΙΑ + χΙΙ > χ 3 (1) και ΙΑ + (χ + γ)ΙΙ > ΙΑ + χΙΙ + ΙΑ + γΙΙ (2) 

Θέτουμε στην (1) όπου χ το 0 και παίρνουμε ΙΑ!>0 
Θέτουμε στην (2) όπου γ το -χ οπότε παίρνου(.ιε 
ΙΑΙ £ ΙΑ + χΙΙ + ΙΑ - χΙΙ, για κάβε χε ΙΚ. 

Όμως για χ = 0 η παραπάνω σχέση γίνεται ΙΑΙ £ ΙΑΙ + ΙΑΙ <=> ΙΑΙ < 0 
Ώστε ΙΑΙ > 0 και ΙΑΙ < 0 δηλαδή ΙΑΙ = 0. 

μ) Στο ερώτημα (ί) δείξαμε ότι 

ΙΑ + χΙΙ + ΙΑ - χΙΙ 5 0 δηλαδή ΙΑ - χΙΙ ί-ΙΑ + χΙΙ < -χ 3 
και θέτοντας όπου χ το -χ παίρνουμε ΙΑ + χΙΙ ί χ 3 




















Όμως ΙΑ + χΙΙ !> χ 3 οπότε συμπεραίνουμε τελικά 
ΙΑ + χΙΙ = χ 3 , V χ ε ΙΚ. 

ίη) Το πολυώνυμο Ρ(χ) = ΙΑ + χΙΙ είναι ν· βαθμού και σύμφωνα με το ερώτημα 
(ίΐ) ισχύει Ρ(χ) = χ 3 , για κάθε χ ε ΙΚ. 

Άρα ν = 3. Δηλαδή ο Α είναι τύπου 3x3. 


ΘΕΜΑ 13 

Έστω Α πίνακας τύπον νχν τέτοιος ώστε Α 3 = 81. 

Αν ο ν είναι περιττός να δείξετε ότι |Α - 2Ι| = 0. 

ΛΥΣΗ 

Έχουμε Α 3 = 81 «=> Α 3 - 81 = Ο <=> Α 3 - (2Ι) 3 = Ο <=> 

«·(Α - 21) (Α 2 + 2Α + 41) = Ο (1). 

Έστω ότι ΙΑ - 211 * 0 δηλαδή ότι ο πίνακας Α - 21 είναι αντιστρέψιμος. 

Τότε από την (1) συμπεραίνουμε ότι Α 2 + 2Α + 41 = Ο <=> Α 2 + 2Α + I = -31 <=> 
<=>(Α + Ι) 2 = -3Ι. 

Οπότε Ι(Α + Ι) 2 Ι = I—311 <=> ΙΑ + II ΙΑ + II = (-3) ν και επειδή ο ν είναι περιττός 
παίρνουμε ΙΑ + II 2 = ~3 ν . 

Τούτο όμως είναι αδύνατο αφού ΙΑ + II 2 > 0 και -3 ν < 0). 

Αρα είναι ΙΑ - 211 - 0. 


ΘΕΜΑ 14 

Έστω Α,Β πίνακες τύπου 3x3, τέτοιοι ώστε να είναι 
Α 2 + ΑΒ +1 = Ο και |Α + Β| = 2 

Ζητείται 

α) Να δείξετε ότι ο Α είναι αντιστρέψιμος και ότι ΑΒ = Β Α. 
β) Να δείξετε ότι Α + Β = 2αό)( Α) και ότι δεν υπάρχει πίνακας τύπου 
3x1, τέτοιος ώστε να είναι ΧΧ Τ = 30]{Α). 

ΛΥΣΗ 

α) Έχουμε Α 2 + ΑΒ + 1 = 0, οπότε Α(Α + Β) = -I άρα και Α(-Α - Β) = I. 
Ο πίνακας Α έχει λοιπόν αντίστροφο πίνακα ίσο με Α"' = -Α - Β. 
Συμπεραίνουμε ότι θα είναι και Α _ι Α = I, δηλαδή 



(-Α - Β)Α -1, οπότε -Α : - ΒΑ = I και τελικά Α 2 + ΒΑ + 1 = Ο. 

Από τις σχέσεις Α 2 + ΑΒ + 1=0 και Α 2 + ΒΑ + 1 = 0 προκύπτει ότι Βα 
είναι και ΑΒ = ΒΑ. 


β) Είναι ΑικΙϊ(Α) = ΙΑΙ 1 όποις επίσης Α(Α + Β) = -1. 

Βρίσκουμε ΙΑΙ ΙΑ + ΒΙ = Ι-ΙΙ = (-1 ) 3 ΙΙΙ = -1. Όμως ΙΑ + ΒΙ = 2 

Άρα είναι και 2ΙΑΙ = -1 και ΙΑΙ = — 1 . 

2 


Συμπεραίνουμε Αίΐά)(Α) = - ~ I και αφού Α{Α + Β) = 1, Βα είναι 


Α<κΙΐ(Α) = ^ Α(Α + Β) 


ΓΤολλήιε τα μέλη της τελευταίας με Α -1 από αριστερά κιιι βρίσκουμε 
πάϊ(Α) = ~ (Α + Β) και τελικά Α + Β = 2αφ(Α). 


Έστω ότι υπάρχει πίνακας χ = 


τέτοιος ιίκιτε XX Γ = αι1_}Α, 


Δηλαδή 


[χ V ζ] = &ά)Α οπότε 


χ χγ χζ 

2 

χγ γ γζ 


χζ γζ ζ 


= 5 (α + β >· 


Άρα 


χ χγ χζ 

χγ γ 2 γζ 
2 

χζ γζ ζ 


-(Α+Β) 


<=>χγζ 


χ γ ζ 
χ γ ζ 
χ ^ ζ 


-6Γ 


ΙΑ + ΒΙ 


οπότε χγζ·0 = |1| 2 άρα Ο = ^. αδύνατο. 

Επο*ιένως δεν υπάρχει πίνακας X τύπου 3x1 τέτοιος ώστε ΧΧ Τ = ιΐ(3]Α. 


ΘΕΜΑ 15 

Έστω Α, Β πίνακες τύπον νχν για τονς οποίους ισχύουν: 

Α 2 = Α, Β 2 = Β, Α(Β + 21) + Β(Α + 21) = Ο και |Α + Β| > Ο 
Να δείξετε ότι: 

ί) (Α + Β) 2 = -Α-Β, ϋ) Ο Α+Β είναι διαγώνιος, 19) Ο ν είναι άρτιος 
ΛΥΣΗ 
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ΐ) Είναι Α(Β + 21) + Β(Α + 21) = Ο δηλαδή ΑΒ + 2Α + ΒΑ 4- 2Β = Ο 
και τελικά ΑΒ + Β Α = -2Α - 2Β. 

Οπότε (Α + Β) 2 = (Α + Β) (Α + Β) = Α 2 + ΑΒ + ΒΑ + Β 2 = 

= Α - 2Α - 2Β + Β = -Α - Β. 

ϋ) Δείξαμε ότι (Α + Β) 2 = -Α - Β δηλαδή (Α + Β) 2 + (Α + Β) = Ο 

οπότε (Α + Β) (Α + Β +1) = Ο και επειδή ο Α + Β είναι αντιστρέψιμος σν- 
μπεραίνονμε ότι Α + Β +1 = Ο δηλαδή Α + Β = -I 
ϋί) Έχουμε Α + Β = -I. Οπότε ΙΑ + ΒΙ * μ» = (-1 ) ν . 

Όμως ΙΑ + ΒΙ > 0 δηλαδή (—I ) ν > 0. Άραο ν είναι άρτιος. 


ΘΕΜΑ 16 

Έστω Α, Β πίνακες τύπου νχν για τους οποίους ισχύει; 

Α 2μ Β* = Λ 4 " +1, όπου κ, μ σταθεροί θετικοί ακέραιοι 
Να δείξετε ότι: 

ί) Ο Α είναι αντιστρέψιμος, ίί) |Β* + 2Ι| > 0. 

ΛΥΣΗ 

ί) Έχουμε Α : "Β* = Α 4 " +1» Α 2 "Β κ - Α 4 * 1 = I« Α(Α 2μ_, Β ν ' - Α 4 "- 1 ) = I 
δηλαδή ο Α είναι αντιστρέψιμος και Α -1 = Α^'Β* - Α 4 * 1-1 

ίί) Επειδή ο Α είναι αντιστρέψιμος ο Α 2 " είναι επίσης αντιστρέψιμος δηλαδή 
ΙΑ 2} Ί * 0 και μάλιστα ΙΑ 2 'Ί = Ι(Α' ι ) 2 Ι = !Α"Ι ΙΑ"ί = ΙΑ'Ί 2 > 0. 

Είναι ΙΒ=* + 211 > 0 <=> ΙΑ 2 "Ι ΙΒ* + 211 > 0 « ΙΑ 2μ (Β Κ + 21)1 £0» 

ΙΑ 2|Ι Β* + 2Α 2 "Ι >0<=> ΙΑ 4 " +1 + 2Α 2 "Ι > 0 « 

<=> Ι(Α 2 " + Ι) 2 ί > 0 «ΙΑ 2 »* + II ΙΑ 2 " + II * 0 <=> 

<=> ΙΑ 2 ·* + II 2 > 0. ισχύει. | λ 


ΘΕΜΑ 17 

Έστω ο πίνακας 


Α = 


α β 
γ δ 


ί) Αν Ρ(χ) = |Α-χΙ|, χ ε ΙΚ να δείξετε ότι Ρίχ) = χ 2 - (α+δ)χ+(αδ-Ργ) 
για κάθε χ ε ΙΚ. ► 
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► 

ΐΐ) Να δείξετε ότι ο Α -1 είναι αντιστρέψιμος αν και μόνο αν είναι 
αντιστρέψιμος ο πίνακας Α - |Α| I. 

Ηί) Αν |Α —1| = 1Α — 2Ι| = 0 να βρείτε την |Α|. 
ίν) Να δείξετε ότι (Α -1| 2 + |Α + Ι| 2 + |Α| 2 * 0. 
ν) Αν |Α - Ι995Ι| = 0 και α + δ = 1996 να βρείτε την |Α(. 


ΛΥΣΗ 


I) 


Είναι Α - χΐ = 

'α β 

Γ1 Ο’ 

-χ 

_ 

α-χ β 


. Υ ό 

ιοί] 


Υ δ-χ. 


Οπότε Ρ(χ) = ΙΑ - χΙΙ = 


α-χ 

Υ 


β 

δ-χ 


(α-χ) (δ — χ) -βγ = 


= αδ - αχ - δχ + χ ; - βγ = χ- - (α + 0)χ + (αδ - βγ), για κάθε χ € ΙΚ. 
ΐΐ) Αρκεί να δείξουμε ότι ο πίνακας Α -1 δεν είναι αντιστρέψιμος αν και μόνο 
αν δεν είναι αντιστρέψιμος ο πίνακας Α - ΙΑΙ1. Γνισρίζουμε ότι ο Α - I δεν 
είναι αντιστρέψιμος αν και μόνο αν ΙΑ - II = 0, δηλαδή το τριώνυμο Ρίχ) 
έχει ιος ρίξει το χ, = 1. Αν είναι η δεύτερη ρίζα του Ρ(χ) τότε 
χ ι χ 2 = αδ - βγ <=> χ 2 = ΙΑΙ «■ Ρ(ΙΑΙ) = 0 <=> ΙΑ — ΙΑΙ II = 0, 


ήρα ο πίνακας Α - !Αί I δεν είναι αντιστρέψιμος, 
ίίί) Είναι ΙΑ - II = ΙΑ - 211 = 0. Δηλαδή Ρ{1) = Ρ(2) = 0 

Οπότε 1 -2 = αδ - βγ (γινόμενο ριζών τριωνύμου) δηλαδή ΙΑΙ = 2. 
ΐν) Το τριώνυμο Ρ<χ) έχει το πολύ δύο πραγματικές ρίζες. Αρα οι 

Ρ( 1). Ρ(-1 >. Ρ(0) δεν είναι όλοι μηδέν, οπότε Ρ 2 ( 1) + Ρ 2 (-1) + Ρ 2 (0) * 0 
ισοδύναμα ΙΑ - II 2 4- ΙΑ + II 2 + ΙΑΙ 2 * 0. 

ν) Είναι ΙΑ - Ι995ΙΙ = 0 που σημαίνει ότι το Ρ(χ) έχει ως ρίζα το χ, = 1995. 
Επομένως αν χ 2 είναι η δεύτερη ρίζα του θα ισχύει χ, + χ 2 = α + δ (άθροι¬ 
σμα ριζών τριωνύμου) δηλαδή 1995 + χ 2 = 1996 <=> χ 2 = I. 

Άρα Ρ( 1995) = Ρ( 1) = 0 οπότε I ■ 1995 = αδ -βγ <=> ΙΑΙ = 1995. 


► 


ΘΕΜΑ 18 

Έστω Α = [α^] πίνακας τύπου νχν για τον οποίο ισχύουν 
ί) |Α| = 2 










1 ϋ 


Να δείξετε ότι |Α +1| = 1/2. 


ΛΥΣΗ 


Είναι Α + Ι = | 2α *'' , ° Υ = 1[Α,]. Μ = ΙΑ..ν 
I α ϋ +1, αν ι=^ 2 ρ 


Δηλαδή Α+ I = - η^Α «- Α + I = ~ ΙΑΙ Α"'. Όμως ΙΑΙ = 2 οπότε 
παίρνουμε Α + I = Α -1 δηλαδή Α(Α +1) = I. 

Αρα (Α(Α + 1)1 = III « ΙΑΙ ΙΑ + II = I οπότε 2ΙΑ + II = 1 και ΙΑ + II = 1/2. 


ΘΕΜΑ 19 

Έστω Α πίνακας τύπου 5x5. 

Αν οι πίνακες Α-1995Ι, Α-19961, Α-1997Ι, Α-1998Ι και Α-1999Ι 
δεν είναι αντιστρέψιμοι να δείξετε ότι ο πίνακας Α-2000Ι είναι αντι¬ 
στρέψιμος. 

ΛΥΣΗ 

Οι πίνακες Α-1995Ι. Α-1996Ι. Α-19971, Α-1998Ι και Α—19991 δεν είναι 
αντιστρέψιμοι. 

Δηλαδή ΙΑ - 199511 = ΙΑ - 199611 = ΙΑ-1997ΙΙ = ΙΑ—Ι988ΙΙ = ΙΑ-1999II = 0. Τούτο 
σημαίνει ότι η εξίσωση ΙΑ - χΙΙ =0, είναι πολυωνυμική 5ου [βαθμού και έχει ακρι¬ 
βώς 5 ρίζες τους αριθμούς 1995, 1996. 1997. 1998. 1999. 

Αρα ΙΑ-2000ΙΙ Φ 0 και συνεπώς ο πίνακας Α - 20001 είναι αντιστρέψιμος. 


ΘΕΜΑ 20 

Έστω Α, Β νχν αντιστρέψιμοι πίνακες 
ΐ) Να δείξετε ότι: ηιΙ3{Β“ , ΑΒ) = Β _ι (3(1)Α)Β 

► 
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► 

Η) Αν αάίΑ = [Α,] = {?’ ® ν ί ^ 

1 Ιι, αν ι=ί 

και το άθροισμα των ριζών της εξίσωσης |χ!-β(1](Β -ι ΑΒΗ =ο είναι ισ<> 
με 3 να βρείτε τον πίνακα Α. 

ΛΥΣΗ 

ί) Είναι ίκ!](Β" , ΑΒ) = ΙΒ _Ι ΑΒΙ (Β -Ι ΑΒ) _1 = ΙΒ"'Ι ΙΑΒΙ ιΒ 1 Α Β.= 

= ΙΑΒΙ ΙΒ-'Ι (β-'Α-'Β) = ΙΑΒβ-'Ι (Β^Α-'Β) = 

= ΙΑΙ (Β-Ά-'Β) = Β->(ΙΑΙ Α"')Β = Β-'(η^Α)Β 
ίί) Έχουμε ΙχΙ-3ά](Β·'ΑΒ)Ι = ΙχΒ _ι Β - Β _ι (ίΐφΑ)ΒΙ = 0 <=> 
ο ΙΒ-'ίχΙ - 3^Α)ΒΙ = 0 «· ΙΒ _ι Ι (χΐ - 2 φΑ)ΒΙ = 0 « 

<=> ΙΒ~ ι Ι ΙχΙ - αφΑΙ ΙΒΙ = 0 <=> ΙχΙ - βφΑΙ = 0 αφού ΙΒ~'Ι ΙΒΙ * ■ ·. 



χ-Ι 

ο ... 

0 


Δηλαήή 

0 

χ-2 ... 

0 

= 0 <=> (χ-1)(χ-2)... (χ-ν) = 0 


0 

0 ... 

χ-ν 



Σύμφωνα με την υπόθεση είναι 1 + 2 + ... + ν = 3 ήηλαίιή ν = 2. 


Άρα ο πίνακας Α είναι τύπου 2x2 με ϋφΑ = 1 ^ ^ 


Οπότε Α = 




2 0 
0 1 


ΘΕΜΑ 21 

Αν για τον νχν πίνακα Α ισχύει Α 2 = Ο να δείξετε ότι 
&<1,ί(Ι - Α) = (I - Α| (Ι + Α) 


ΛΥΣΗ 

Κατ' αρχήν εξετάζουμε αν ο I - Α είναι αντιστρέψιμος. 

Έχουμε Α : = Ο <=>-Α 3 = Ο <=> I - Α 3 = I <=> (I-Α) (I + Α) = I ο (I - Α ' = ί-Α 

Επίσης (1 - Α) =— 1 — 3 <ΐ;(Ι - Α). 

II - ΑΙ 

Αρα 1 αφ(Ι - Α> = I + Α οπότε 3(1](Ι - Α) = II - ΑΙ (I + Α). 

II —ΑΙ 
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ΘΕΜΑ 22 

ί) Αν ο πίνακας Α δεν είναι διαγώνιος και ισχνέ ι 

κ 1 Α + κ 2 Ι = λ|Α + λ 2 Ι 
να δείξετε ότι ν. χ = λ 2 και κ 2 = λ 2 . 
ίί) Αν ο πίνακας Α _ι δεν είναι διαγώνιος και ισχύει 
8(ί|Α = (κ + 1)Α -1 = {κ + |Α|)Ι 
να βρείτε την τιμή του κ € ΙΚ και την |Α|. 

ΛΥΣΗ 

ί) Έχουμε κ,Α+ κ 2 Ι = λ|Α+λ 2 Ι οπότε χ,Α-λ,Α =λ 2 Ι-κ 2 Ι 
και (κ, - λ,)Α = (λ 2 -κ 2 )Ι (I) 

Αν ήταν κ, *λ, τότε από την (1) θα παίρναμε α = ^ ~ ^ 1, άτοπο διότι 

κ,-λ, 

ο Α δεν είναι διαγώνιος. Άρα κ ( = οπότε από την (1) προκύπτει ότι 
Ο = (λ 2 - κ 2 )Ι δηλαδή λ 2 - κ 2 = 0 και κ 2 = λ 2 . 

ίί) Είναι Α=~ 3<ί]Α 3ά]Α = ΙΑί Α -1 και 3(1]Α = ΙΑΙΑ -1 + 0·Ι 
ΙΑΙ 

Επίσης 3(1]Α = (κ + 1 )Α _Ι + (κ + ΙΑΙ)Ι 
Άρα ΙΑΙΑ-' +0·Ι = (κ + 1 )Α-' + (κ + ΙΑΙ)Ι. 

Επειδή ο Α -1 δεν είναι διαγώνιος από την παραπάνω ισότητα σύμφωνα με 
το ερώτημα (ί) παίρνουμε ΙΑΙ = κ + 1 και 0 = κ + ΙΑΙ 

Οπότε βρίσκουμε τελικά κ = -— και ΙΑΙ = —. 

2 2 


ΘΕΜΑ 23 

ί) Να δείξετε ότι αν ο Α είναι αντιστρέψιμος πίνακας τύπου νχν τότε 

|α(1)Α| - |Α|^ 1 


ίί) Δίνεται ο πίνακας Α = 


συνθ -ημθ 0 
ημθ συνθ 0 
. 0 0 1 


Αν Α = 3 <Ι)Β και |Β| > 0 να δείξετε ότι ΑΑ Τ = I και στη συνέχεια 
να βρείτε τον πίνακα Β. 


ΛΥΣΗ 
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ί) Είναι Α~' =—Ληλαδή Άά)Α = ΙΑ1 Α' 1 
ΙΑ! 

Οπότε Ι«1|ΑΙ = ΙΙΑΙΑ-'Ι = ΙΑΙ ν ΙΑ' ι Ι = ΙΛΙΣΙΑ! ΙΑ"Ί = ΙΑΓ'ΙΑΑ-'Ι = 
= ΙΑΓΊΙΙ = ΙΑΗ. 


Η) Έχουμε ΑΑ = 


συνθ -ημθ 0 
ημθ συνθ 0 


2 2 

0 

0 1 

-1 - 

0 

συν θ+ημ θ 

0 

ο Ί 


Ί ο ο 

0 

ημ"θ+συν*θ 0 

= 

0 1 0 

0 

0 

1. 


.0 0 1 


συνθ ημθ 0 
-ημθ σι<νθ 0 

0 I 


= I 




ι 


Επειδή γνωρίζουμε τον 3ό]Β θα βρούμε πρώτα τον πίνακα Β = — 3(1) Β 

ΙΒΙ 

Είναι Α = 3(Ι]Β. Άρτι ΙΑΙ = Ι3(Ι)ΒΙ και. από το ερώτημα (ί) παίρνουμε 

συνθ -ημθ 0 Μ 
ι«ιθ συνθ 0 = ΙΒΓ Ληλ. 1 = ΙΒΓ και επειδή ΙΒΙ > 0 βρίσκοιηιε ΙΒΙ = I. 

0 0 I 


Επομένως Β 


= * 30) Β «Β 


= Α και Β = Α 


Ομως ΑΑ Τ = I οπότε Β = Α Τ 


δηλ. Β = 


συνθ 

-ημθ 

0 


ημθ 0 
συνθ 0 · 

0 I 


ΘΕΜΑ 24 

Έστω Α ένας πίνακας τύπον νχν, για τον οποίο ισχύουν: 

Α· 5 - 4Α +1 = Ο, 3(1](21 + Α) = 21 - Α και |Α| = -1 
Να δείξετε ότι: 

ί) Οι πίνακες 21 - Α και 21 + Α είναι αντιστρέψιμοι και να βρείτε 
τους αντίστροφους αυτών. 

Η) Ο πίνακας Α είναι διαγώνιος, 
ϋΐ) Ο ν είναι περιττός, 
ιν) |2Ι + Α| + |2Ι ~ Α| = 0. 

ΛΥΣΗ 

ί) Είναι Α 3 - 4Α +1 = Ο <=> -Α 3 + 4Α = 1 <=> Α(-Α 2 + 41) = I » 

« Α(2Ι - Α) (21 + Α) = I 
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Δηλαδή (21 + Α)~' = Α(2Ι - Α). 

Επίσης (21 + Α)Α(2Ι - Α) = I <=> (21 - Α)~ ι = (21 + Α)Α. 

ϋ) Έχουμε (21 + Α) ' = -—!— 3^(21 + Α) « Α(2Ι - Α) = —!-(21 - Α) 

121 + ΑΙ 121 + ΑΙ 

και επειδή ο πίνακας 21-Α είναι αντιστρέψιμος παίρνουμε Α= -1. 

Αρα ο πίνακας Α είναι διαγώνιος. ^ + Α * 

Ηί) Δείξαμε ότι Α=—1—I. Οπότε ΙΑΙ =---III .Όμως ΙΑΙ = -1. 

121+ ΑΙ 121 + Α| ν 

Συνεπώς βρίσκουμε 121 + ΑΙ ν = -1. 

Δηλαδή ο ν είναι περιττός και Ι2Ι + ΑΙ = -1. 

ίν) Στο ερώτημα ί) δείξαμε ότι Α(2Ι - Α) (21 + Α) = I. 

Επομένως ΙΑ(2Ι - Α) (21 + Α)Ι = III <=> ΙΑΙ 121 - ΑΙ 121 + ΑΙ = I 
οπότε (-1) (-1) 121 + ΑΙ = 1 και 121 + ΑΙ = 1. 

Ώστε 121+ΑΙ + Ι2Ι-ΑΙ= I - 1 =0. 

ΘΕΜΑ 25 

Έστω ένα 3x3 γραμμικό σύστημα (Σ) με αγνώστους χ, γ, ω. Αν το 
σύστημα (Σ) έχει μοναδική λύση και ισχύει 

χϋχ + νΌ} + ωϋω 
να δείξετε ότι είναι ομογενές. 

ΛΥΣΗ 

Το (Σ) έχει μοναδική λύση. Δηλαδή 0*0. 

Έχουμε: χϋχ + γΟγ + ωΟω - 0. Διαιρώντας με Ο παίρνουμε 

ο ο ϋ ϋ 

<=> χχ + γγ + υχι> = 0 <=> 

<=> χ 2 + γ 2 + ω 2 = 0 
Δΐ|λαδή (χ, γ, ω) = (0,0.0). 

Επομένως αν αντικαταστήσουμε στο (Σ), χ = 0, γ = 0. ω = 0 προκύπτει ότι 
οι σταθεροί του όροι είναι ίσοι με το μηδέν. 

Ώστε το (Σ) είναι ομογενές. 
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ΘΕΜΑ 26 

Αν (Χυ Υι, 0>ι), (χ 2 > Υ 2 » ω 2 ) είναι δύο διαφορετικές λύσεις του συστή¬ 
ματος 

χ + (λ - 3)? - ω = 1 

ι (λ - 2)ν - ω = λ - 4 (Σ) 

λχ- 3γ = 3(λ -1), λ € ΙΚ 

Να δείξετε ότι: 

ί) ΧιΥι = ω? -1 και χ^ = *»! -1. 
π) χ,χ, + γιγ 2 - 2ωιθ>7 = 2. 


ΛΥΣΗ 

Επειδή το (Σ) έχει δύο διαφορετικές λύσεις οι^ιπεραίνουμε ότι θα έχει άπειρες. 
I λ-3-1 


Αρα 0 = 0 δηλαδή 


= 0«1 


λ-2-1 
-3 0 


+ λ 


λ-3 -I 
λ-2 -1 


Ο λ-2-1 
λ -3 Ο 

<=>-3 4 λ(-λ + 3 + λ-2) = 0 οπότε βρίσκουμε τελικά λ = 3 
Για λ = 3 το (Σ) γίνεται 

= α> 4 1 


χ-ω =1 

/χ -ω = 1 / 

γ — ω =-!<=>! 

ι γ - ω = -1 δηλαδή , 

,3χ-3γ =6 

Ιχ-Υ =2 1: 


\Υ = ω-ι 

\2 = 2 

Ώστε το (Σ) έχει άπειρες λύσεις της μορφής (χ, γ, ιο) = (ω 4 1, ω - 1, ω), ω ε ΙΚ 
Επομένιος (χ,, γ,, αη) = (ω, + 1, ω ( -1, οη) και 
(χ 2 , γ 2 , ω 2 ) = (ιθ 2 + 1, (02 - 1, ωι) 

ί) Είναι χ#) = (α»ι + ΐχο> 2 - 1) = ω 2 - 1 και χ 2 γ 2 = (ω 2 4 1)(α>2 — 1) = ω| - ! 
ϊί) Ακόμη χ,χι 4 γ,γ 2 - 2ιθ|ΐο 2 = (ι·>ι 4 1) (ω 2 4 1) 4(ιθ| - 1) (ω 2 - 1) - 2ω 1 ιο 2 = 
= (0|0) 2 4 10] 4(1)1+ I 4 0)|(07 — (I), — ω 2 4 I - 2(0 1 (Οι = 2. 


ΘΕΜΑ 27 

*■ 

ί) Αν Α είναι πίνακας τύπου νχν να δείξετε ότι (Α 2 | = |ΑΑ τ | = ]Α| 2 
ίϊ) Να λύσετε το σύστημα 

Ζαχ4βγ4γζ =α 
) βχ - αγ + γιο = β (Σ) 

\γχ-αζ-βω =γ 
\γγ - βζ 4 αω = Ο 

με α, β, γ ε ΙΚ και α 4 β 4 γ * 0. 
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ΛΥΣΗ 

ί) Είναι ΙΑ 2 Ι = ΙΑΑΙ = ΙΑΙΙΑΙ = ΙΑΙ 2 και ΙΑΑ τ Ι = ΙΑΙΙΑ Τ Ι = ΙΑΙΙΑΙ = ΙΑΙ 2 . 

Άρα ΙΑ 2 Ι = ΙΑΑ τ Ι = ΙΑΙ 2 . 
ϋ) Ο πίνακας του (Σ) είναι ο 



-1 

Ρ 

-< 

Ο 

1 

Ο 

_I 


' α β γ 0 " 

Α = 

Ρ 0 !και Α 2 = ΑΑ = 

β -α 0 γ 


β -α 0 γ 


γ 0 -α -βΙ 

γ 0 -α -β 


γ 0 -α -β 


0 γ -β α] 

0 γ -β α. 


. 0 γ -β α 


2 2 2 Ί 

α-ΐβ+γ 0 0 0 

0 α 2 +β 2 +γ 2 0 0 

0 0 α+β+γ 2 0 

0 0 0 α’+β"+γ\ 

Οπότε ΙΑ : Ι - (α 2 + β 2 + γ 2 ) 4 δηλαδή ΙΑΙ 2 = (α 2 + β 2 + γ 2 ) 4 οπότε 
Ο - ±(α 2 + β 2 + γ 2 ) 2 * 0, όιότι α + β + γ * 0 και συνεπώς οι α, β, γ δεν είναι 
όλοι μηδέν. 

Επίσης Οχ = ϋ, όιότι η στήλη των σιντελεσπίτν τον χ είναι ίση με τη στή¬ 
λη των σταθερών όρων. 

ϋγ = 0, διότι η 1η και 2η στήλη είναι ίσες 
Όζ = 0, " 1η και 3η " " " 

ϋω = 0, " 1η και 4η . 

Ώστε σε κάθε περίπτωση το (Σ) έχει μοναδική λύση 

χ = 5?.= |, 5, = 5χ=0, ω = — = 0. 

Ο ϋ Ό Ο 

ΘΕΜΑ 28 

Αν ισχύουν οι σχέσεις 

αχ - αν + (β 1) (χ - ζ) = 0 
βχ - βν - (α -1) (χ - ζ) = 0 

και οι χ, γ, ϊ δεν είναι όλοι ίσοι μεταξύ τους να δείξετε ότι το σημείο 
Μ(α, β) κινείται σε κύκλο του οποίου να βρείτε το κέντρο και την ακτίνα. 

ΛΥΣΗ 

Θεωρούμε το σύστημα 
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Ιαχ - αχ + (β + I) (χ - ζ) = Ο δηλ ία(χ-γ) + (β + 1) (χ-ζ) = 0 
»Ρ*-ΡΥ-ία- 1> (χ-ζ) =0 ' ||χ χ -γ)-(α-1)(χ-ζ) =0, α€ ΙΚ 

Πρόκειται για 2x2 ομογενές γραμμικό σύστημα το οποίο έχει και μη μηδενικές 
λύσεις (χ - γ, χ - ζ) διότι σύμφωνα με τα δεδομένα οι χ, γ, ζ δεν είναι όλοι ίσοι 
μεταξύ τους. 


Δηλαδή Ο = 0 <=> 


α β+ί 

β —(ο—1) 


= 0 <=>-α“ + « - β" - β = 0 «■ 


>α 2 + β 2 -α + β = 0ο|α : -2ΐ α + ί) + (β 2 + 2 1β +1| = I + ^ 

ή'*κ-Ν· 


Αρα το σημείο Μ(α, Ρ) κινείται στον κύκλο + |γ+^-| = 

Το κέντρο του ο είναι το σημείο κ|^, - κειι η ακτίνα του ρ = ---. 


ΘΕΜΑ 29 

Δίνονται τα συστήματα 

αχ + β}τ = α (Σ) και Ι* χ + λ * = χ 

γχ + 6)» = δ, α,β,γ,δ € ΙΚ |μχ + ν_γ = ν, κ,λ,μ,ν ε !Κ 

Αν ισχύουν ακ + βμ = αλ + βν και γκ + δμ = γλ + δν 

να δείξετε ότι ένα τουλάχιστον από τα (Σ), (Σ') έχει άπειρες λύσεις ή 

είναι αδύνατο. 


ΛΥΣΗ 

Οι πίνακες των συντελεστών των αγνώστων τοϊν (Σ) και (Σ') είναι αντίστοιχα 


Α = 


α Ρ] και Β = κ λ \ 

,γ δ] I μ ν] 

Για να δείξουμε ότι ένα τουλάχιστον από τα (Σ), (Σ') έχει άπειρες λύσεις ή είναι 

αδύνατο αρκεί να δείξουμε ότι ΙΑΙ = 0 ή ΙΒΙ = 0. 

Δηλαδή ότι ΙΑΙ ΙΒΙ = 0 ισοδύναμα ΙΑΒΙ = 0. 

ακ+βμ αλ+βν1 
γκ+δμ γλ+όν ] 

Παριιτηρούμε ότι οι στήλες του ΑΒ είναι ίσες μεταξύ τους. 

Οπότε ΙΑΒΙ = 0, που είναι η ζητούμενη σχέση. 


Εχουμε ΑΒ - 


α β|1κ λ = 
γ ό-ΙΙμ ν.Ι 
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ΘΕΜΑ 30 

Να δείξει* ότι το σύστημα 3 ,995 χ - 8 1453 } 1 + 1994ζ = 0 

11 1990 χ + 5 1821 > - 2001ζ = 0 
13 ,996 χ - 2002.ν + 7 Ι993 ζ = 0 
έχει μοναδική λύση την (χ, γ, ζ) = (0,0,0). 

ΛΥΣΗ 

Η ορίξουσα του συστήματος, αναπτύσσοντάς την ως προς την 1η γραμμή είναι: 
Ο = 3 Ι995 (5 Ι82 ι 7 1993 - 2001-2002) + 8 14ί3 (Π ι940 ·7 1993 + 2001-Ι3 1996 ) - 
1994(2002-11 1940 + 5 ,82| ·13 1993 ) = περιττός + άρτιος + άρτιος - περιττός Φ 0, 
Εφόσον το σύστημα είναι ομογενές έχει μοναδική λύση την (χ, γ, ζ) = (0, 0. 0). 


ΘΕΜΑ 31 

Στις εξισώσεις : (α - γ)ζ - (β - «)γ = 3α, (β - α)χ - (γ - β)ζ = 3β, 

(γ - β)ν - (α - γ)χ = 3γ οι αριθμοί α, β, γ δεν είναι όλοι ίσοι μεταξύ τους. 
Να αποδειχθεί ότι για χ,γ.ζ ε Ζ + * καμμία άλλη λύση δεν μπορεί να 
υπάρχει εκτός από την χ = γ = ζ = 1 και αυτή υπάρχει μόνο αν α+β+γ=0. 

ΛΥΣΗ /(α - γ)ζ - (β - α)γ = 3α /<* + ζ - 3)α-γβ - ζγ =0 
Έχουμε ί (β - α)χ - (γ - β)ζ - 3β δηλ. '-χα + (χ + ζ - 3)β - ζγ = 0 
1(Υ - β)Υ - (α - γ)χ = 3γ |_ χα _ ^ + (χ + γ _ 3) γ = 0 
με χ, γ, ζ θετικούς (ΐκεραίους. Πρόκειται για 3x3 ομογενές γρ. σύστημα το οποίο 
έχει και μη μηδενικές λύσεις (α, β, γ), αφού σύμφωνα με την υπόθεση οι αριθμοί 
α, β, γ δεν είναι όλοι ίσοι μεταξύ τους. Δηλαδή 


Θ = 0 <=> 


γ+ζ-3 

-γ -ζ 

Χ,- + Χ 1+ Χ 2 4.Ε 3 

-3 

-γ -ζ 

-X 

χ+ζ-3 -ζ 

11 

ο 

Ζ 

-3 

χ+ζ-3 -ζ 

-X 

-γ χ+γ-3 


-3 

-γ χ+γ-3 


= 0 


Γ| -»Γ>*Γ| 
’ <=> 
γ 5-**> γ Ι 


-3 

0 

0 


-7 

χ+γ+ζ-3 

0 


-ζ 

-ζ 

χ+γ+ζ-3 


= 0 


<=> -3(χ + γ + ζ-3) 2 -0<=>χ + γ + ζ- 3 και επειδή χ,γ,ζ > 1 θα είναι τελικά 
χ = γ = ζ = 1. Θέτουμε τώρα στο αρχικό σύστημα χ = 1, γ = 1 και ζ = I οπότε 
ί-α-β-γ = 0 

παίρνουμε ,-α - β - γ = 0 . Δηλαδή α + β + γ = 0. 

I—ίχ — β - γ = 0 
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ΘΕΜΑ 32 

Δίνεται το σύστημα 


(αχ + $γ + γω = 0 με 

Ρ Υ 

γ α 

ο β 

|α'χ + Ρ> + γ'ω = 0 

Ρ' γ' 

γ' «' 

«'Ρ' 


Να δείξετε ότι για χάβε λύση του (χ^, ω 0 ) ισχύει 


3_ 

_ 

υ# 

_ 

ω ο 

Ρ υ 


γ α 


α β 

Ρ'γ' 


Υ' «' 


α' ρ' 


ΛΥΣΗ 


, |αχ + Ργ = -γω 0 
Εστω το σύστημα ! , " 

1«'χ + |Γγ=-γ'ω 0 

Πρόκειται για 2x2 γραμμικό σύστημα με ο = 
Δηλαδή έχει μοναδική λύση 


* = *ο = 


« Ρ 
α' ρ' 


*0. 


0χ «χ„-: 

-γω 0 Ρ 
Ύ% Ρ 


^ >- 

ίΛΤΓΟΤί: ^ 0 

0 ~ χ ο 

α β 
α' ρ' 


α γ 

α' Ρ' 


Ρ Υ 
ρ' ρ' 


α ρ 

α' Ρ' 


και γ = γ 0 = ^.«γ () = 


α —γο>„ 

α' -γ^ _ 


ω„ 


γ α 

γ' α 


οπότε 


Υο _ “ο 


α Ρ 


« Ρ 


γ α 


α ρ 

α' ρ' 


α' Ρ' 


γ' α' 


α' Ρ' 


Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι 




Υο 


"'ο 

Ρ υ 


γ α 


α Ρ 

ρ' Ρ' 


/ α' 


α' Ρ' 


ΘΕΜΑ 33 

Έστω Α, Β, Γ, Δ σημεία του επιπέδου, τέτοια ώστε να είναι 

ΑΒ*0 και ΒΓ = κ ΑΒ, ΑΔ = λΒΑ,ΓΔ = {4-μ)ΒΑόπου κ,λ,μεΝ* (1) 
Να δείξετε ότι θα είναι κ = λ = μ = 1. 
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ΛΥΣΗ 

Από τις σχέσεις (1) προκύπτει ότι τα σημεία 
Γ και Δ είναι σημεία της ευθείας ΑΒ και συγκε¬ 
κριμένα ότι ΒΓΤΤαΒ και ΑΔΤΤΒΑ, άρατο Γ 
είναι σημείο της ημιευθείας Βε, ενώ το Δ σημείο 
της ημιευθείας ΑεΕίναι επίσης 

Είναι επίσης ΓΔ = ΓΒ + ΒΑ + ΑΔ = κ ΒΑ 
δηλαδη ΓΔ = (κ + λ + 1) ΒΑ.Όμως ΓΔ=(4 —μ)ΒΑ οπότε οπότε 
(κ + λ+ 1)ΒΑ = (4-μ)ΒΑ και(κ + λ + μ-3)ΒΑ =0, 

Είναι όμως ΒΑ *0, οπότε έχουμε κ + λ + μ = 3 
και αφού κ,λ,μ> I, θα είναι τελικά κ = λ = μ = I. 


ε’ Δ Α Β Γ ε 


ΘΕΜΑ 34 

Αν Ο είναι το κέντρο βάρους ενός τριγώνου ΑΒΓ και ισχύει 

|αβ + αγ| = 3 

να δείξετε ότι |6 β| + ψϊ |θΤ| > 1. 

ΛΥΣΗ 


Εχουμε |οβ| + /2 |θί|>| οβ| +|ογ|>| θΒ + Ογ| =|-Οα| =|Αθ| = 


1 =|αο| = 

9 — 

- ΑΜ 


3 


(όπου ΑΜ διάμεσος) και επειδή ΑΜ = 1 (αΒ + Α?) βρίσκουμε τελικά 


— ΑΜ 


| Ι(αβ + αγ)|=1|αβ+αγ|=Ι3 = 1 


ΘΕΜΑ 35 

Εοτω ΑΒΓΑ κυρτό τετράπλευρο* το οποίο ισχύει 

2|μν|=||αβ|-|γδ|| <ΐ) 

όπου Μ,Ν τα μέσα των διαγώνιων ΑΓ και ΒΔ. 

Να δείξετε ότι το τετράπλευρο είναι τραπέζιο, με ΑΒ // ΓΔ. 
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ΛΥΣΗ 

Είναι ΑΒ = ΑΜ + ΜΝ + ΝΒ 
και ΓΛ = ΓΜ + ΜΝ +ΝΔ 
οπότε έχουμε και ΑΒ + ΓΔ = 2 ΜΝ αφού 
ΑΜ + ΓΜ = 0 και ΝΒ + ΝΔ =0 
Βρίσκουμε 2ΜΝ - ΑΒ - ΔΓ, οπότε η (1) 

γίνεται |αΒ-Δγ| =||αβ|-|δγ|| 

Συμπεραίνουμε λοιπόν, από τη γνιοοτή τριγω· 
νική συνθήκη ότι τα διανύσματα ΑΒ και ΔΓ 
είναι συγγ/κό και ομόρροπα. Είναι λοιπόν ΑΒ//ΓΔ και το ζητούμενο δεΐχθηκε. 



ΘΕΜΑ 36 

Δίνονται τα μη μΐ(δενικά α,β,γ. Αν υπάρχουν θετικοί πραγματικοί 
αριθμοί κ (> κ 2 , κ 3 , λ 2 , λ 2 , λ 3 τέτοιοι ώστε να ισχύουν 

- - - - ΙαΜβΙ ΙίΙ 

κ,α + κ,β + κ,γ = 0 (I) και !Η β !!!1*!ΐ! (2) 

Λ* 

να δείξετε ότι: 

0 Αν α ΤΤβ τότε β Γ·/γ 

Η) α ΤΤβ τότε και μόνο όταν κ^, + κ 2 λ 2 = κ 3 λ 3 . 


ΛΥΣΗ 

ί) Αν αΤΤβ τότε β ΤΤ(κ,α + κ^ΐ),διότι κ,,κ,ε ΙΒ + 
ή λόγιο της (1) β ΓΓ (-κ,γ). Δηλαδή β 1\ίγ, διότι -κ ? <0 

ίΐ) Επειδή κ,,κ,> 0 έχουμε: α ΤΤβ <=>κ,αΤΤκ^«^|κ,«+κ^β) =[κ,α|+|κ,|ί|< 

ο|-κ 3 γ| = κ,|α| -ί-^ΙρΙ <=>χ 3 |τ| -χ,Η + ^β| < 




{ 2 ) 


κ^-χ,^Η+^Ι^ 


λ. 


<=> κ^,Ιν) = (κ,λ, + κ^οίν). Είναι όμισς |γ) * 0 
οπότε ισοδύναμα έχουμε χ ( λ| + κ 2 λ 2 = κ 3 λ 3 . 
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ΘΕΜΑ 37 

θεωρούμε τα διανύσματα α, β, γ τέτοια ώστε να είναι 

; + ΜΪ = 0»α. ία’ΜβΜ-^Ο 

καθώς επίσης και 

(λ + 1)|α| = λ|β'| και 2λ|α| = |β| και (λ + 2)|β| = 2 |γ| 
όπου λ € !Κ με 2λ Φ -1. 

Να δείξετε ότι είναι β = 2α και γ = -3 α. 


ΛΥΣΗ 


Είναι |3 = 2λ|α| και 2|ν| = 2λ(λ + 2)|α| καθώς επίσης 

(λ + 1) |α| = 2λ'|ά|. δηλαδή (2λ'- λ - 1)|α] = 6. Παρατιιρούμε ότι για 

α= 0, θα είναι και β = γ = 0. Άρα λοιπόν είναι α*0. 

Συμπεραίνουμε ότι θα είναι 2λ 2 - λ - I =0 οπότε λ = - - είτε λ = 1. 

2 

Είναι τελικά λ = 1, αφού 2λ ν* —I. 


Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι |β| = 2|α| και 2|τ| = ό[«| Τ δηλαδή |γ| = 3|«!. 

Είναι λοιπόν |α+ β|=|-γ| =|γ| = 3|<ι| οπότε |α+β| =|α|+|β|· 

—► —► 

Τα διανύσματα α, β λοιπόν είναι λοιπόν συγγΛιά και ομόρροπα, οπότε θα έχουμε: 


β = ρα με ρ>0. Τότε όμως |β| =|ρα| = ρ|α|, άρα λοιπόν ρ = 2 και είναι 
β = 2α. Βρίσκουμε τότε και γ=-α-β = -3α. 


ΘΕΜΑ 38 

Αν για τα διανύσματα α, β, γ για τα οποία ισχύουν 
α + β + γ = 0, |β| = χ|β|-κ|α|,(κ-2)|α| + (κ+ Ι)|β| = 2|γ| 
και (3κ-4)[α|+ κ|β|-2|γ| = 0, χε Ζ. 

-ψ ■* ■+ 

Αν τα α, β, γ δεν είναι όλα μηδενικά να δείξετε ότι 
ΐ) α ΤΤβ» ίί) β Τίγ. 
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ΛΥΣΗ 

θεωρούμε το σύστημα 

ΙΗ-*Η-*Η ^ ίκ|α| + (1 -κ)|β| ^ =0 

(χ - 2)0 + (χ+ 1)|3 = 2|ί| δηλαδή ί(κ-2)|α| + (κ + Ι)|β|-2|?| = 0 
1(3χ - 4)0 + κ|β| - 2β = 0 1(3χ - 4)0+χ|β| - 2|ί =0 

Πρόκειται για 3x3 ομογενές γραμμικό σύστημα το οποίο έχει και μη μηδενικές 
λύσεις (Η.Μ) 6ι6τι σύμφωνα με τα δεδθ|.ιενα τα διανύσματα α, β, γ όεν 
είναι όλα μηδενικά. 



κ 1—κ 0 


κ 1-χ 0 


κ 1-κ 
-2κ+2 1 

Οπότε ϋ=0 <=> 

χ-2 κ+Ι -2 

= 0 ο 

—2χ+2 1 0 

= 0<=>-2 


3κ-4 κ -2 


3κ-4 κ -2 



<=>κ + (κ- 1)(-2κ + 2) = 0 <=> κ-2κ 2 + 2κ + 2χ - 2 = 0 ο 2κ 2 - 5κ + 2 = 0 
Είναι τελικά κ = 2 αφού κ ε Ζ. 

Οπότε αντικαθιστώντας στο αρχικό σύστημα παίρνοι^ιε 

(20-151 =ο 

30-2Η ,ο 

Μ + Μ-Ο 

I) Έχουμε 5 + 5=-ϊ.^0^=^ « 0 + |5| = Ι|ί +|Η_Η 

Επομένως |α+β|=0+|β|»αΤΤβ 

Μ) Είναι β +γ - -α. Άρα|β + γ| =|-α| = 0 = ~\'\και IΗ -|γ|ΐ = ΐ| |γ|-|γ|ΐ = ||γ| 
Ετοιιένιε; |β + ^=| |β|| <=>β ΤΙ γ. 

ΘΕΜΑ 39 

Δίνεται το κυρτό τετράπλευρο ΑΒΓΑ, στο οποίο Ε είναι το μέσο τον 

-* -* 

ΑΒ, και Ζ το σημείο τον τμήματος ΓΔ, για το οποίο είναι ΓΖ = 2ΖΔ. 
Αν είναι Μ το κοινό σημείο των ΑΓ, ΕΖ και είναι 

ΑΜ = - ΑΓ και ΕΜ = — ΕΖ 
7 7 

να δείξετε ότι το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο. 
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ΛΥΣΗ 


Θέτουμε ΑΓ = « και ΕΖ = β.Έχουμε 

■+ > 

τότε ΑΜ = —, ΕΜ = 3 ^ οπότε 
7 7 

ΜΓ = 1“ και ΜΖ =ί£ 

7 7 

Προκύπτει ότι θα είναι επίσης και 

ΑΕ = ΑΜ + ΜΕ και 

7 7 



ζγ = μγ-μζ= 4 “-4£ 

7 7 

Συμπεραίνουε λοιπόν, ότι θα είναι 
ΑΒ = 2ΑΕ = ~ (α- β) καθώς και 

ΔΓ = ^ ΖΓ = — (α - β) και τελικό ότι 
2 7 

ΑΒ=ΔΓ. Το τετράπλευρο ΑΒΓΔ εί¬ 
ναι λοιπόν παραλληλόγραμμο. 


• Για να δείξουμε ότι το ΑΒΓΔ είναι 
παραλληλόγραμμο, αρκεί να δείξουμε 

ότι είναι ΑΒ = ΔΓ, είτε ότι ΑΔ = ΒΓ. 
Στην περίπτωσή μας θα δείξουμε ότι 
είναι ΑΒ=ΔΓ 

• Αναγωγή στον ελάχιστο αριθμό 
διανυσμάτων 

Για την επίλυση προβλημάτων γεωμε¬ 
τρίας του επιπέδου φιορούμε δυο (βασι¬ 
κά) διανύσματα α,β (μη συγγραμικά) 
και εκφράξουμε συναρτήσει τούτων, όλα 
τα στοιχεία του προβλήματος (διανΰ- 
σματα που δεν διαφέρουν, δεδομένα, 
ζητούμενα συνθήκες). Αναγόμαστε συ¬ 
νήθως σε πρόβλημα που εύκολα μπο¬ 
ρούμε να λύσουμε. 


ΘΕΜΑ 40 

Στο διπλανό παραλληλόγραμμο το ση¬ 
μείο Ρ χωρίζει το ΖΕ σε λόγο 

2 

ί) Να εκφράσετε το όιάνυσμα ΑΡ ως 
γρ. συνδυασμό των ΑΕ και ΑΖ 
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► 

Η) Λν ΒΕ= *ΒΓ και ΔΖ = λΔΓ, να βρείτε τον πραγματικό αριθμό λ 
3 

έτσι ώστε τ« σημεία Α, Ρ, Γ να είναι συνευθειακά. 

ΛΥΣΗ 

ΑΖ+ί ΑΕ _ 

ί) Είναι ΖΡ = 1ΡΕ. Οπότε ΑΡ =-~-όηλ. ΑΡ = 11 ΑΖ + -- ΑΕ| 

1 + 2 

και ΑΡ = — ΑΖ + — ΑΕ. 

3 3 


ΐϊ) Εχουμε ΑΒ = α και ΑΔ = β. Οπότε: ΑΕ = α + -ί β, και 

ΑΖ = β + λα. Συνεπώς ΑΡ = | ΑΖ+ | ΑΕ = ? (β + λα) + ^(α+ = 

= <χ + — β και ΑΓ»α + β. 

3 9 

Τα σημεία Α, Ρ, Γ είναι συνευθειακά αν και μόνο αν ΑΡ // ΑΓ. Δηλαδή 

αν και μόνο αν υπάρχει κ € ΙΚ: ΑΡ = κ Α Γ <=> - α + ^- β = κα + κ [ί (1) 

3 9 


Όμως τα α, β δεν είναι σιιγγραμμικά οπότε από την (1) συμπεραίνουμε ότι 

κ = —±-1- και κ = 7 . Δηλαδή κ = ^ και λ = \. 

3 9 9 3 


ΘΕΜΑ 41 

Έστω Κ σημείο του επιπέδου τριγώνου ΑΒΓ» τέτοιο ώστε να είναι 
ΑΚ=λΑΒ+ρΑΓ και ΓΚ = λΓΑ + ρΓΒ 
Να δείξετε ότι το Κ είναι το κέντρο βάρους του τριγώνου ΑΒΓ. 


ΛΥΣΗ 
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Θέτουμε ΑΒ = α, ΑΓ = β και έχουμε 
ΑΚ = λα + ρβ και 

ΓΚ = —λβ + ρ{—β + α) — —(λ + ρ)β + ρα. 

Είναι όμιυς ΑΚ + ΚΓ = ΑΓ, οπότε 

λα + ρβ + (λ + ρ) β - ρα = β οπότε 

^ -+ -+ 

(λ-ρ)α = (1-λ - 2ρ) β και αφού τα α, β δεν 
είναι συγγραμμικά, Βει έχουμε λ=ρ και λ+2ρ=1 



Προκύπτει τότε, ότι λ = ρ = - και είναι ΑΚ = 1 (ΑΒ + ΑΓ) = 1 2 ΑΔ = -■ ΑΔ, 

3 3 3 3 

όπου Δ το μέοο της πλευράς ΑΒ. Το σημείο Κ σιηιπίπτει λοιπόν [ΐε το κέντρου 

βάρους του τριγώνου ΑΒΓ. 


ΘΕΜΑ 42 

—* 

Δίνονται τα μη μηδενικά διανύσματα α, β για τα οποία ισχύουν 

ϊ)|α| = 3, ίΐ)α±β και οι σταθεροί λ,μ € ΙΚ*. 

—* —► —* 

Αν (λα+ μβ)±(μα-λβ) να βρείτε το μέτρο του διανύσματος α + 2β. 
ΛΥΣΗ 

Ισχύει (λα + μβ) _1(μα-λ β)«(λα + μβ)(μα-λ β) = 0 <=> 

<=>λμα -λ'αβ + μ'αβ-λμβ = 0<=>λμ|α| — λμ|β| =0, (αβ = 0 διότι α±β) 
και εφόσον λμ*0 έχουμε [β| =|α| <=> |β| 2 *3 2 »|β| = 3. 

Επομένως |α + 2β| = (α + 2β)' = α + 4β + 4«β = 

= |ιι| +4|β| =9 + 4-9 = 45 αφού αβ = 0 και |α|=|β| = 3. 

Ωστε |<ΐΐ+ 2β| = Υ45 . 


ΘΕΜΑ 43 

-Η* -+ -Φ 

Έστω ότι για τα διαννσματα α,β. γ ισχύει 


► 
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► 

—* ■+ *-» 

κα + λβ + ργ = 0 όπου κ,λ,ρ ε ΙΚ με κλρ * 0 
και τέτοιοι ώστε να είναι 

|α|=νλ' + ρ*, ΙβΙ^νρ^+κ 2 , |·^ = -\^>ι 2 + λ' 

α) Να βρείτε συναρτήσει των κ, λ, ρ το άθροισμα 

*-* ■** «(►«*■ ■—* 

Σ = αβ + βγ + γα. 

—*· -* —* -* 

β) Να δείξετε ότι θα είναι α + β + γ = 0 τότε και μόνο, όταν είναι 
κ = λ = ρ. 

ΛΥΣΗ 

ο) Εχουμε λβ + ργ=-κα, οπότε |λβ + ργ| = κ'|α( και 
λΐδΐ + ρ"|γ| + 2λρβγ = κ"|α| . Βρίσκουμε λοιπόν 

■* -* ί ί 2 22 2 22 2 2^ 

2λρβγ= κ'(λ' + ρ )-λ (ρ" +κ*)-ρ*(κ' + λ') = -2λ'ρ* 

-* * +■+ Η* -+ 

οπότε β γ=-λρ. Όμοια παίρνουμε γα = -ρκ και αβ = -κλ. 
Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι είναι 

Σ = α β + βγ + γ α=-(κλ + λρ + ρκ). 

Ρ) Εστω ότι είναι α + β + γ = 0. Τότε είναι και 

|α + β + γ|* = 0,δηλαδή 0* + |βΤ+|γΓ + 2(αβ+βγ + γα) = 0 
και τελικά 2(κ 2 + λ 2 + ρ 2 ) - 2(κλ + λρ + ρκ) = 0 οπότε 
(κ - λ) 2 + (λ - ρ) 2 + (ρ - κ) 2 = 0 και έχουμε κ-λ = λ- ρ = ρ- κ = 0 
δηλαδή κ = λ = ρ. 

Αντίστροφα: Αν είναι κ = λ = ρ, θα είναι και 

0=κα+λβ + ργ=κ(α + β + γ), οπότε 

—► ■**· -ρ 

α + β +γ = 0, (αφού κ*0), 


ΘΕΜΑ 44 


α) Για τυχαία διανύσματα α,β,γ να δείξετε 




Ι -» ^ |“* - Η * | -·■ -*|2 

+|α-β| +|β-γ| +|γ- α] =3 



► 
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► 

β) Τρίγωνο ΑΒΓ είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο ακτίνα Κ. Να δείξετε ότι 
θα είναι 

|ΑΒ| +|ΒΓ| +|ΓΑ| <9Κ (Συνθήκη ισότητας) 

ΛΥΣΗ 

«) Είναι |α + β + ',Ί - 

|-»|^ |-»|- |-»[^ “· — -»■· -*-» 

= |α| +(β| +|γ| +2αβ + 2αγ + 2βγ 

Επίσης |α-β) = |«| +|β| -2αβκ.λπ. 

Προσθέτοντας κατά μέλη βρίσκουμε το ζη¬ 
τούμενο. 

β) Είναι ΒΓ = ΚΓ -ΚΒ, ΓΑ = ΚΑ-ΚΓ, 

ΑΒ = ΚΒ — ΚΑ οπότε 

| βγ| +| γαΓ+|αβ|"=|κα- κβ| 2 +|κβ - κγΓ+|κγ-κα|' 

Είναι λοιπόν 

|κα + ΚΒ + Κγ| +|βγ| +|γα|~ -»-|αβΓ= 3(|κα| 2 + |κβΓ +|κγΓ)= 9Κ“ 

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι είναι 

|βγ| 2 +|γαΓ+|αβΓ29κ 2 

Η ισότητα ισχύει τότε και μόνο, όταν ΚΑ + ΚΒ + ΚΓ = 0 δηλαδή όταν και 
μόνο, το Κ είναι και κέντρο βάρους του τριγ. ΑΒΓ. Τούτο όμως ισχύει στην 
περίπτωση και μόνο που το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισόπλευρο. 



ΘΕΜΑ 45 

Αν για το κυρτό τετράπλευρο ΑΒΓΑ με ΑΔ /( ΒΓ ισχύει 
(ΑΓ) 2 + (ΒΔ) 2 = (ΑΔ) 2 + (ΒΓ) 2 + 2(ΑΒ) (ΔΓ) 
να δείξετε ότι είναι τραπέζιο και αντιστρόψιος. 
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ΛΥΣΗ 

Έχουμε 

(ΑΓ) 2 + (ΒΔ) 2 = (ΑΔ) 2 + (ΒΓ) 2 + 2(ΑΒ) (ΔΓ) 

2 2 _ 2 2 

<=>ΑΓ +ΒΔ*=ΑΔ+ΒΓ+2|αβ||δγ|ο 

2 ι 2 2 

(ΑΔ+ΔΓ) ΒΓ+ΔΓ) =ΑΔ+ΒΓ+2| Αβ| |δγ| » 
ο ΑΔ +ΔΓ +2ΑΔΔΓ+ΒΓ+ΓΔ*+2ΒΓ ΓΔ = 

= αδ'+βγ'+2|αβ||δγ|<=» 

<^ΔΤ"+2ΑΔΔΓ + ΓΑ +2ΒΓ ΓΔ = 21ΑΒ| |δγ| <=> 

<=>2ΔΓ + 2ΑΔΔΓ -2ΒΓΔΓ = 21 α5| |δγ| <=> 

<=>(2ΔΓ + 2ΑΔ - 2Βγ)δ? = 2| Αβ||δγ| « 
ο 2(ΔΓ + ΑΔ + ΓΒ)ΔΓ = 2|ΑΒ||ΔΓ| <=> 

<=> ΑΒ Δ? = | ΑΒ| |δγ| Αβ| |ΔΓ|οι*ν( ΑΒ. ΔΓ) =|αβ||δγ| <=> 

<=>σνν(ΑΒ,ΔΓ)= 1 <=>(αΒ.Δγ) = 0 <=>ΑΒ ΤΤΔΓ, που στμιαίνει ότι 
το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι τραπέζιο. 



ΘΕΜΑ 46 

Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με (ΑΒ) = 2, (ΑΔ) = 1 και 
(ΑΒ, Αδ) = —, Αν Ε είναι σημείο τέτοιο ώστε ΑΕ = ?- ΑΒ και η κά¬ 
θετος από το Α στην ΔΕ τέμνει την ΔΓ στο σημείο Ζ να δείξετε ότι 

ί) ΔΖ = 1 ΔΓ, Β) συν ΑΖ, ΑΔ *-Α. 

5 ^39 


ΛΥΣΗ 
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η ■—+ ■+ ■ ■+ 

ι ) Θέτουμε ΑΒ = α και ΑΔ = β. Οπότε 
ΑΕ = α και υπάρχει λ € ΙΚ: ΔΖ = λ α. 

Έχοχ^ιε ΑΖ ±ΔΕ <=> ΑΖ ΔΕ = 0 <=> 

(β + λα)|-β+|α| = 0 

2 

δηλαδή —β +-α β-λαβ + -λα = 0 <=> 

3 3 



-|ρί*(|-χ)ΗΙρνω^λ|21 ! =ο 

»-ι- + ||-λ) ^ 

Η> Εχουμε ΑΖ ΑΔ=||ί+·ί-α|β=|ΐ +-ΐ-α|ΐ=|β| +— |ιι||β|σι·ν((!,|ΐ) = 
\ 5 / 5 3 


2· 1* συν — + - λ2' = 0 και τελικά λ = 1. Άρα ΔΖ = — ΔΓ 
3 3 5 5 


= Γ + 1-2· I ^- = |. Επίσης |αζ| = ΑΖ = |β +1α| = 

^.ΧΓ^Ιαβ^^Η 2 , | 

* 1*+—2* +—2· 1 —= —. Αρα 
25 5 2 25 ^ 


ο.4ί,ρ)= 


, ν"39 

5 


Επομέν<»ς συν (ΑΖ, ΑΔ) - ^ 


6 

5 


ΑΔ| Μ ^39 
5 


ΘΕΜΑ 47 

Να βρείτε τη γωνία των δίαν ναμάτων 


α* 


[«' 

και β = 

-ΐΊΙι 

1 ι ] 


2λ 


, λ ε ΙΚ* 


ΛΥΣΗ 


Εχουμε συν(α.β) = -^= 2 ^\) + Ά = -4λ „-λ_ 

|«||β| νΐ+Τ νΐ 2 λ 2 + 4 λ ! 2 · 4|λ| 2ΐ λ Ι 

Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις 
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ί) Αν λ > Ο τότε ΙλΙ - λ οπότε 
σσν(α,ρ) = --ί 
και αφού 

(ά,β) = (όΑ,ΟΒ)ε (0,π) 
συμπεραίνουμε ότι 

(£»)-&. 

ϋ) Αν λ < 0 τότε ΙλΙ = -λ οπότε 

συν(α,β) = — και εφόσον 
2 

και αφού 

(«, β) = (θΑ, ΟΒ) ε (π, 2π) 
συμπεραίνουμε ότι 

(ίβ) = 2π-*=*!.. 


Ώατε 




3 3 

2π 


, αν λ > 0 


\ 5π 
\ 3 * 


αν λ<0 



ΘΕΜΑ 48 

Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ με (αΒ,Αδ)=~ και σημείο Μ τέτοιο 
ώστε ΑΜ = - ΑΓ. 


Από το Μ φέρνουμε ευθεία παράλληλη προς την ΑΒ η οποία τέμνει τη 
ΒΓ στο σημείο Ε. Να δείξετε ότι (με, ΜΔ ) =—. 
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ΛΥΣΗ 



(με,μλ)=^ τ = 

|με||μδ| 


3-/3 1 - /3 


/3-νΤ 


VI 


1 - /ΧΓ ,/3- V3 1 ’ 


_ ΐ-/3 _ ι-ΥΤ _ ι—ντ _ ι-ν? _ ι 
ί)6-8?ϊ 2Ϋ4-2νΐ 2 ν(ΐ - ντ)· 2 

Άρα συν\ΜΕ, ΜΔ ) = συν — <=»(μΕ , ΜΔ} = — ή (μΕ , ΜΔ ) = 2π-^1 = 4 -? 

3 3 3 3 

Όμως (με , ΜΔ} < π, οπότε συμπεραίνουμε ότι (με, ΜΔ) = . 


ΘΕΜΑ 49 

Θεωρούμε τα διανύσματα α» β, γ για τα οπία ισχύουν 

|α| = 2|β| = 3|γ| και (α,γ) = π καθώς επίσης και 

6 

Γ«-ϊ)χ( α + 4β) και π < (α, β) < 2π 

► 
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ί) Να βρείτε τις γωνίες (α, β) και (β, γ) 

Η) Να αναλύσετε το διάννσμα γ σε δύο σννιστώστες από τις οποίες 
η μία να είναι παράλληλη προς το διάννσμα α και η άλλη παράλ- 
ληλη προς το διάννσμα β. 

ΛΥΣΗ 

0 Εχουμε (α - β) X (α + 4β). Δηλαδή (α - (ϊ) (α + 4β) = 0 « 



η) Έστω γ=λ,α+λ^ (1) 

Πολλαπλασιάζοντας εσωτερικά τα μέλη της (1) με α και [ϊ παίρνουμε 
αντίστοιχα 









41 


ΘΕΜΑ 50 

Έστω Μ το μέσον της πλευράς ΑΒ τριγώνου ΟΑΒ. θεωρούμε τα 

σημεία Γ και Δ που προκύπτουν στρέφοντας τα Β και Λ περί το Ο 
π 3βϊ 

κατά γωνίες —- αντίστοιχα και κατά τη θετική φορά. 

4 * 2 < 

Να δείξετε ότι είναι ΟΜ1ΓΔ και |γδ| = 2|0μ|. 

ΛΥΣΗ 

Είναι ΟΜ - ^ (ΟΑ + ΟΒ) και ΓΔ = ΟΔ - ΟΓ 
Άριι λοιπόν είναι 

ΟΜ ΓΔ = 1 (θΑ + ΟΒ) (θΔ - ΟΓ) δηλαδή 

0Μ ΓΔ = I (-ΟΑ ΟΓ + ΟΒ Οδ) αφού είναι 

ΟΑ ΟΔ = ΟΒ ΟΓ = 0. Είναι όμως 
ΟΑ ΟΓ = |θΑ||θΓ|συν(90 ο + φ) και 
ΟΒ ΟΔ =|0Β||0Δ|α\»ν(90 ο + φ) 

5ποι· φ = ΓΟΔ και είναι |οα|=|οδ| και |οβ|=|ογ| θα είναι λοιπόν 
ΟΑ ΟΓ = ΟΒ ΟΔ και ως εκ τούτου ΟΜ ΓΔ - 0 

β)Είναι ΓΔ = ΟΔ-ΟΓ, οπότε | ΓΔ^ =|θΔ- 0 γΓ=|οδΓ + |ογ|’-2ΟΓ0Δ 

και 2 ΟΜ = ΟΑ + ΟΒ,οπότε 4|0μ|* =|6α|* + |6β| + 20ΑΟΒ 
όμως ΟΓΟΔ =|θτ||θΔ|σ\'νφ και ΟΑ = |θΑ.| |θΒ |σ\*ν( 180° - φ) 

Θα έχουμε λοιπόν (αφού [οα| =|οδ(,|οβ| =|ογ| ) και 

4|0μΓ =|γδ| , και τελικά |γ3=2|ομ|. 



ΘΕΜΑ 51 

“** —► —► —*■ 

α) Αν α, β, χ, γ διανύσματα του επιπέδου, με α/7β και είναι 

χ α = γ α και χ β = γ β να δείξετε ότι χ = ν 
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► 

Ρ) Αν είναι προβ σ ’χ = προβ,; ν κ«ι ηροβ;χ = προβ$γ να δείξετε ότι θα 
είναι και χ=γ. 


ΛΥΣΗ 

-ψ -ψ ~*-φ· —*· -*■ 

α) Έστω ότι είναι χα=γακαι χβ = γβ. Τότε {χ-γ)α = 0 και (χ-γ)β = 0. 
Θέτουμε ω = χ - γ και έχουμε ωα = ωβ = 0. 

Όμως το διάνυσμα ω είναι συνεπίπεδο των α,β καιάρα (αφοΰ α/)ί β) 
γράφεται ω = λ α + ρβ (λ, ρ ε ΙΚ). 

Προκύπτει |ω| = λ(α ω) + ρ (Ρ ω) = 0, οπότε |ω| = 0 και ως εκ τοΰτου 

+φ *+■ —* *φ —» 

ω = χ-γ =0 και τελικά χ = γ. 


Ρ) Είναι ΟΕ =|χ|σχ*νβρ-=-5-^« οπότε θα 


Η Ι3 2 


έχουμε 


-.1- 


13 13 


-ι 2 


και τελικά χ α = να και χβ =γβ. 
Συμπεραίνουμε πάλι ότι έχουμε χ = γ 



ΘΕΜΑ 52 

Έστω α, β, γ τρία διανΰσματα του επιπέδου τέτοια ώστε 
προβ-γ* 

ί) Να δείξετε ότι αΧβ, ϋ) Να βρείτε το διάνυσμα γ. 

ΛΥΣΗ 

ΐ) Έχουμε προβ,*γ//α και προβ£γ//β. Όμως 

προβ,'γ- προβργ=-1 ■ 2 + 2· 1=0. Δηλαδή προβ*γXπροβ,’γ. Άρα αΧβ. 


- 1 ; 

2 ! 


Π 2 


και προβ*γ = 
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ίΐ) Επειδή προβ* γ Ή προβ,* γ το διάνυσμα γ γράφεται ως γραμμικός συνόυα- 

-*■ -*■ 

σμός τιυν διαννσμάτων προβ’γ και προβ^γ, χατά μοναδικό τρόπο. 
Δηλαδή υπάρχουν (μοναδικοί) λ|,λ 2 € ΙΚ έτσι ώστε να ισχύει 


γ = λ | προβ* γ + λ,προβρ γ (1) 

Πολλαπλασιάζοντας την (1) με προβ'γ και προβ ( *γ, παίρνουμε αντίστοιχα 

/γπρορ*γ=λ,(προΡ;γ) +λ 2 (προ(^γ· προβ;γ) |προρ*γ| =λ,|προΡ*γ| +λ : 0 
|Υ προβργ=λ,(προβ*γ προβ; γ^+λ,) προβ; γ) **||προβ;ΐ| =λ,<Ηλ]προβ;γ) 


Βρίσκουμε λοιπόν | . Οπότε γ - 1+ 1 [^| = ^ · 


ΘΕΜΑ 53 

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ. Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ 
του επιπέδου έτσι ώστε το διάνυσμα υ = ΜΑ + 2ΜΒ + 6 ΜΓ να είναι κά¬ 
θετο προς το διάνυσμα ν = 2ΜΑ + ΜΒ + ΜΓ . 


ΛΥΣΗ 

Εχουμε υ = ΜΑ+2 ΜΒ+6 ΜΓ = 3 ΜΔ + 6 ΜΓ ί Το Δ Χ°Η>ίζει τ° ΑΒ σε λόγο 

\2. Δηλαδή ΑΔ = 2 ΔΒ , 

= 3(ΜΔ + 2 Μγ) = 3· 3ΜΕ = 9ΜΕ ( Το Ε χωρβ ^. το Δ £. σΕ λ ° ν ° 

\2. Δηλαδή ΔΕ = 2ΕΓ 

Επίσης ν = 2ΜΑ+ ΜΒ+ΜΓ = 2 ΜΑ+2 ΜΖ = 

= 2(ΜΑ + ΜΖ) = 2· 2ΜΗ = 4ΜΗ 
. (Όπου Ζ το μέσο του ΒΓ και Η το μέσο του ΑΖ) 

Οπότε υ _Ι_ν<=>9ΜΕ±4ΜΗ<=>ΜΕ3.ΜΗ. 

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι ο ζητούμενο; γεωμε¬ 
τρικός τόπος είναι ο κύκλος με διάμετρο το ΕΗ. 


Α 








44 


ΘΕΜΑ 54 

Έστω Α, Β δύο σταθερά σημεία τον επίπεδον με (ΑΒ) = α και Ρ το 

σημείο που χωρίζει τυ ΑΒ σε λόγο λ = -2. 

ί) Να δείξετε ότι για κάθε σημείο Μ του επιπέδου ισχύει 

- 2 - ,1 -» 2 2 

2ΜΒ -ΜΑ =ΜΡ -2α 

ϋ) Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ για τα οποία ισχύει 

_, 2 _ .2 

2ΜΒ -ΜΑ = κ (όπου κ δεδομένος πραγματικός αριθμός) 


ΑΥΣΗ 


0 


Το Ρ χωρίζει το ΑΒ σε λόγο λ = -2 
Δηλαδή ΑΡ=-2 ΡΒ (1). Έχουμε: 

2ΜΒ - ΜΑ * = ΐ{ ΜΡ+ΡΒ)"-(ΜΡ+ΡΑ)~= 

2(μΡ +ΡΒ +2ΜΡ Ρβ) - (μρ+ΡΑ+2ΜΡ Ρα) 

= 2ΜΡ+2ΡΒ+4ΜΡΡΒ-ΜΡ-ΡΑ-2ΜΡΡΑ = 

= ΜΡ +2|ί ΡΑ| + 4 ΜΡ|Ι ΡΑ) - ΡΑ' - 2ΜΡ ΡΑ = 



= ΜΡ" + —ΡΑ+2ΜΡΡΑ-ΡΑ-2ΜΡΡΑ = ΜΡ*-ΙΡΑ=ΜΡ"- 
2 2 



= ΜΡ -2|ΑΒ| =ΜΡ -2α' 


_ *2 _ .2 _ .2 ,_ ,.2 , 

Η) Είναι 2ΜΒ -ΜΑ = χ <=>ΜΡ -2α* = κ«|ΜΡ| = κ + 2α* (2) 

α) Αν κ + 2α 2 > 0 τότε η (2) γίνεται |μρ| = λ /χ + 2α . 

Δηλαδή ο ζητούμενος γεοηιετρικός τόπος είναι ο κύκλο; με κέντρο Ρ και 
ακτίνα ρ = λ/χ + 2α 2 . 

β) Αν κ + 2α 2 = 0 τότε η (2) γίνεται |μρ} = 0 οπότε Μ = Ρ. 

Δηλαδή ο ζητούμενος γεωμετρικός τόπος είναι το σημείο Ρ. 
γ) Αν κ + 2α 2 <0 τότε η (2) είναι δύνατη. 

Άρα δεν υπάρχουν σημεία Μ που να την ικανοποιούν. 








ΘΕΜΑ 55 

θεωρούμε δύο (σταθερά) σημεία Α και Β με απόσταση (ΑΒ)=2α>0. 
Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ του επιπέδου, για τα 
οποία είναι 

ΜΑ ΜΒ = ρ (1) 

όπου ρ δεδομένος πραγματικός αριθμός. 

ΛΥΣΗ 


θεωρούμε τυχαίο σημείο Μ, με την ιδιότητα 

ΜΑ ΜΒ = ρ. Τότε, αν Ο είναι το μέσο του 
τμήματος ΑΒ, θα έχουμε 

ΜΑ=ΜΟ+ΟΑ και ΜΒ= ΜΟ+ΟΒ= ΜΟ-ΟΑ 

Βρίσκουμε ΜΑ ΜΒ= (μ6+0α) (μΟ-ΟΑ )= 

= |Μθ| —|οα| και η συνθήκη (1) γίνεται 

|Μθ| — |θΑ.| = ρ δηλαδή |μο| = α' + ρ (2) 



Διακρίνουν τιάρα τις περιπτώσεις: 
α) α 2 + ρ > 0. Η (2) γίνεται ισοδύναμα 

|Μ0| =να*+ρ δηλαδή |μο! = ΙΚ 

όπου τέθηκε ΙΚ = V"οΓ+υ 
Ο γεωμ. τόπος του Μ είναι κύκλος (Ο) 
με κέντρο Ο και ακτίνα Κ. 


• Μετατρέπουμε τη συνθήκη 

ΜΑ ΜΒ = ρ σε ισοδύναμη, σηιν 
οποία να εμφανίζεται ένα μόνο 
μεταβλητό διάνυσμα, το διά- 
νυσμα ΟΜ (Ο = |ΐέσο του ΑΒ) 


β) α 2 + ρ = 0. Η (2) γίνεται |μ 0| = Ο και αληθεύει τότε και μόνο, όταν το ση¬ 
μείο Μ ταυτίζεται με το μέσο Ο του ΑΒ. Ο ζητούμενος γεωμετρικός τόπος 
είναι το σημείο Ο. 

γ) α 2 + ρ < 0. Η συνθήκη |μ 0| = α 2 + ρ, οπότε και η Μ Α ΜΒ = ρ δεν ικανο¬ 
ποιείται από κανένα σημείο του επιπέδου Ο. Ο ζητοι'^ιενος γεωμετρικός τόπος 
είναι λοιπόν το κενό (0) σύνολο σημαίαν του επιπέδου. 
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ΘΕΜΑ 56 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των σημείων 
Μ τον επιπέδου του τριγώνου* για τα οποία ισχύει 

ΜΑ + 2ΜΒ + 3ΜΓ // ΒΓ (Σ) 


ΛΥΣΗ 


Θεωρούμε ένα οποιοόήποτε σταθερό σημείο 
Ο σαν σημείο αναφοράς. Θα έχουμε τότε 

ΜΑ=ΜΟ+ΟΑ, ΜΒ= ΜΟ+ΟΒ, ΜΓ=ΜΟ+ΟΓ 
Η συνθήκη (Σ) γίνεται τότε 

6Μ0 + (θΑ + 20Β + 30?)// ΒΓ (2) 

Το αποτέλεσμα 0Α+20Β+30Γ βρίσκεται 
σαν ένα όιάνυσμα. Παρατηρούμε προς τούτο ότι 

έχουμε ^ ^ - ΟΡ όπου Ρ το ση^ιείο της 



πλευράς ΑΒ, |ΐε (ΑΒΡ) - 2 (μερικός λόγος) · Επιλέγοντας ένα ση^ιείο ανα- 
6ηλ«ί>ήμε ΑΡ = 2ΡΒ. ηροίίς Ο,Κφρήζομμητονγρ^ 

Έχουμε λοοεάν οννδνασμύ ΜΑ + 2ΜΒ + 3 ΜΓ 


» —, συναρτήσει ενός και μόνο μετά- 

ΟΑ + 20Β +^ΟΓ=30Ρ + 3ΟΓ=3(ΟΡ + Ογ) |α ,, Το( , τοι , 

Αλλιί ΟΡ + ΟΓ = 2 00, όπου Ο) το μέσο του 


τμήματος ΡΓ. 


Βρίσκουμε τελικά ΟΑ + 20Β + 30Γ = 600, και η συνθήκη (2) γίνεται 


6Μ0+600,//ΒΓ 

δηλαδή ό(Μ0 +00,)//ΒΓ και 6Μ0,//ΒΓ. Η συνθήκη (Σ) παίρνει τελικά τη 

μορφή ΜΟ, //ΒΓ. Ο ζητούμενος γ. τόπος είναι λοιπόν η ευθεία (η) που διέρ¬ 
χεται από το *ιέσο Ο, του ΡΓ και είναι //ΒΓ. 


Παρατήρηση: Ο τρόπος με τον οποίο λύθηκε το πρόβλημα είναι γενικός και εφαρ¬ 
μόζεται σε οποιοόήποτε γρ. συνδυασμό των ΜΑ, ΜΒ, ΜΓ. Ανάλογα όμως ^ιε 
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τους συντελεστές του γρ. συνδυασμού, ενδέχεται να φτάνουμε στο ίδιο αποτέλε¬ 
σμα με ευκολότερο τρόπο. Για παράδειγμα θα λύσουμε το ίδιο πρόβλημα, με την 
ακόλουθη όμως συνθήκη 

ΜΑ+ΜΒ + 2ΜΓ//ΒΓ 

ΛΥΣΗ 

Έχουμε ΜΑ + ΜΒ=2ΜΔ όπου Δ είναι 
το μέσο της πλευράς ΑΒ. 

Τότε όμως έχουμε επίσης 

ΜΑ+ΜΒ+2 ΜΓ = 2 ΜΔ+2 ΜΓ=2(ΜΔ+ΜΓ) 

Αλλά ΜΔ + ΜΓ = 2 ΜΕ όπου Ε το μεέσο του 
τμήματος ΔΓ (Ε = σταθ.). Η συνθήκη (Σ) γίνε¬ 
ται λοιπόν 4 ΜΕ // ΒΓ, δηλαδή ΜΕ // ΒΓ. 

Ο ζητούμενος γ. τόπος είναι η ευθεία που διέρ¬ 
χεται από το μέσο του τμήματος ΓΔ και είναι 


<Σ) 


Α 



παράλληλη προς την ΒΓ. 


• Ο γρ. συνδυασμός ΜΑ + 2ΜΒ + 2 ΜΓ εκ¬ 
φράζεται συναρτήσει ενός και μόνο μεταβλη¬ 
τού διανύσματος θέσεως, ΜΕ είναι δηλαδή 

ΜΑ + ΜΒ + 2ΜΓ = 4 ΜΕ 
και η συνθήκη (Σ) παίρνει τη μορφή 

ΜΕ // ΒΓ 


ΘΕΜΑ 57 

Έστω Α, Β σταθερά σημεία του επιπέδου, τέτοια ώστε να είναι 

|αβ| = 3. Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ του επιπέδου, 
για τα οποία είναι 

ΑΜ(αΜ-2ΑΒ) = 7 (Σ) 

(Θέμα εισαγωγικών εξετάσεων Α Δέσμης) 

ΛΥΣΗ 
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Έχουμε ΑΜ = ΑΒ + ΒΜ και 

ΑΜ-2 ΑΒ = ΑΒ+ΒΜ-2 ΑΒ = ΒΜ-ΑΒ 
Η συνθήκη (Σ) γίνεται 

(§Μ+ Αβ)(βΜ-Αβ) = 7 
δηλαδή |βμ| —|ΑΒ| =7 

και επειδή |αβ| = 3 η (Σ) παίρνει τη μορφή 

Βμ| =9 + 7=16 και τελικά γίνεται |βμ| - 4 

Ο γ. τόπος του Μ είναι ο κύκλος με κέντρο Β 
και ακτίνα Κ = 4. 



• Μετασχηματίζουμε τη συν¬ 
θήκη (Σ) παίρνοντας σαν ση¬ 
μείο αναφοράς το Β. 


ΘΕΜΑ 58 

Έστω Α, Β σταθερά σημεία τον επιπέδου με | Αβ| = 5α > 0. Να βρείτε 
τον γεωμ. τόπο των σημείων Μ τον επιπέδου, για τα οποία είναι 

■4|μαΓ—9|μβ!~ = 55α 2 (Σ) 


ΛΥΣΗ 


Η (Σ) είναι (2 ΜΑ+3 Μβ)( 2ΜΑ-3 ΜΒ)=55α 2 
Για τυχαία σημεία Ρ και Σ του επιπέδου, 

είναι ΜΑ = ΜΡ + ΡΑ και ΜΒ = ΜΡ + ΡΒ 

οπότε 2ΜΑ + 3ΜΒ = 5 ΜΡ+ 2ΡΑ+ 3 ΡΒ 
Επιλέγουμε το Ρ, έτσι ώστε να είναι 

2ΡΑ + 3 ΡΒ = Ο 

δηλαδή 2ΡΒ + 2ΒΑ + 3 ΡΒ = Ο 

και τελικά 5 ΡΒ = -2 ΒΑ = 2 ΑΒ. Το Ρ πρέπει 
να είναι το σημείο του τμήματος ΑΒ με 

ΡΒ = - 2 ΑΒ και |ρβ| = ^ |Αβ] = 2α. 

5 5* 



• Μετασχηματίζουμε τη συνθή¬ 
κη (Σ) σε ισοδύναμη τι»; και απ¬ 
λής μορφής και της οποίας να 
βρίσκεται εύκολα ο γ. τόπος. 
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Είναι όμοια 

2ΜΑ - 3 ΜΒ = 2 ΜΣ + 2 ΣΑ - 3 ΜΣ - 3 ΣΒ 

δηλαδή 2ΜΑ - 3 ΜΒ = -ΜΣ +2ΣΑ-3ΣΒ 
Επιλέγουμε το σημείο Σ έτσι ώστε να είναι 

2ΣΑ-3 ΣΒ=6, οπότε 2ΣΒ+2 ΒΑ-3ΣΒ=0 

και -ΣΒ +2 Β Α=Ο και τελικά ΣΒ = 2ΒΑ 
Το Σ είναι σημείο της προέκτασης του ΑΒ 
προς το μέρος του Β και έχουμε 

2ΜΑ-3 ΜΒ = - ΜΣ+2 ΣΑ-3ΣΒ = -ΜΣ 

Η (Σ) γίνεται (5 Μρ)(-Μς) = 55ο' δηλαδή 


Προς τούτο θα βρού^ιε τα αποτελέ¬ 
σματα των γρ. συνδυασμιόν. 

2 ΜΑ + 3 ΜΒ και 2 ΜΑ - 3 ΜΒ 
συνίίρτήσει των διανυσμάτων 
ΜΡκαι ΜΣ. ορίζοντας κατάλλη¬ 
λα το σημείο Ρ και Σ στην ευθεία 
ΑΒ, Επιλέγοντας τα Ρ και Σ ιίκπε 
να είναι 

2ΡΑ+3 ΡΒ=0 και 2 ΣΑ-3ΣΒ=0 
βρίσκουμε 

ΜΑ = 5ΜΡκαιΜΒ=-ΜΣ 
και η συνθήκη (Σ) γίνεται 


-5ΜΡΜΣ = 55α 2 και τελικά ΜΡΜΣ=-11 α : ΜΡ ΜΣ = -11 α 3 . 


Έστω τώρα Ο το μέσο του ΡΣ. Είναι τότε ΜΡ = ΜΟ + ΟΡ και ΜΣ = ΜΟ + ΟΣ 
Η συνθήκη ΜΡΜΣ = -11α\ γίνεται λοιπόν |μ<5|~-|ορ|" =-11α = καιείναι 

Ορ| - 6α. Η (Σ) γίνεται τελικά |μο| = 36α’-11α'= 25α* δηλαδή |μο| =5α= |αβ| 
Ο γ. τόπος του Μ είναι ο κύκλος (Ο με κέντρο Ο και ακτίνα Κ - 5α. 


ΘΕΜΑ 59 

Να βρείτε την εξίσωση ευθείας (η) που διέρχεται από το σημείο 
Α(2,0) και τέμνει τις ευθείες ν = χ και ν = -χ σε σημεία Β, Γ του άνω 
ημιεπιπέδον, τέτοια ώστε να είναι 

|βγ| = 4 

ΛΥΣΗ 

Έστω Δ(0, ρ) το κοινό σημείο της ευθείας 
ΑΒΓ με τον άξονα γ'γ όπου είναι ρ > 0. Η εξί¬ 
σωση της (η) είναι της μορφής 

* + * = ! 

2 ρ 

Αν (χ,,γ,) και (χ 2 , γ 2 ) τα σημεία Β και Γ, θα 
έχουμε X] = Υι > 0 και -χ 2 = γ 2 > 0 καθώς και 
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ίι + ^ι και ι* + * = , 

2 ρ 2 ρ 

Βρίσκουμε χ, =_?£_, γ 2 = ^ οπότε πρέπει και ρ < 2 για να είναι γ 2 > 0. 

Προκύπτει (ΒΓ) 2 = (Χ| + γ 2 ) 2 + (Χ| - γ 2 ) 2 - 16 δηλαδή 2(χΓ + γ|) = 16 

και 2 —— + 2 = 16 

(ρ + 2) 2 (2-ρΓ 

οπότε 8ο~ ( β + 2 } · + · ( 2 ~ΰ) = 16 και 16ρ~ + - - 16 

(4-ρΤ (4-ρΤ 

Προκύπτει λοιπόν ρ 2 (4 + ρ 2 ) = (4 - ρ 2 ) 2 και μετά τις πράξεις 

12ρ 2 =16 δηλαδή ρ = ~ 

ίϊ 

Η ζητούμενη ευθεία έχει εξίσακιη - + ^2. = \ δηλιιδή χ + ν Υ~3 = 2. 

2 2 


ΘΕΜΑ 60 

Εστω οι ευθείες ε,: γ = - - χ + 1, ε 2 : γ = χ + 1 και Γ το σημείο το- 

2 

μής τους. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ε που διέρχεται από το ση· 
μείο και τέμνει τις ευθείες ε ( . ε 2 στα σημεία Α, Β αντί¬ 

στοιχα έτσι ώστε η αρχή των αξόνων Ο, το κέντρο βάρους Ο του τρι¬ 
γώνου ΑΒΓ και το σημείο Μ να είναι σννενθειακά σημεία. 


ΛΥΣΗ 

Καταρχήν βρίσκουμε τις συντεταγμένες του I 

ίγ=- * χ+1 |χ+1 =--χ+1 ί χ= ο 

2 2 ν=1 · ΛβαΓ( 0’ ,> 

\γ=χ+1 |γ=χ+1 

Για να βρούμε την εξίσωση της ευθείας ε αρκεί 
να βρούμε ένα τουλάχιστον από τα σημεία Α. Β. 
'Εστω Α(Χ|, γι) και Β(χ 2 , γ 2 ). Οπότε έχουμε 


Υ' 

Λ 

X 

ε/ 

Χέ 

//η 

/α 

/ ο 

/α^\ χ 
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Α € ε, Δηλαδή γ, =-1χ, + 1 (1) 

και Β € ε 2 Δηλαδή γ 2 = χ 2 + 1 (2) 

Άρα το κέντρο βάρους του ΑΒΓ είναι το σημείο 

δηλαδή Ο 


^/ χ,+χ, + 0 ?,+?·,+ 1 
1 3 ’ 3 


1 


_ 1 

*ι 

+ χ 2 

2 


3 

9 


Τα σημεία Ο, Ο, Μ είναι συνευθειακά αν και μόνο αν 
0 0 1 


- -χ,+χ,+3 

χ ,+*2 2 1 * 


3 

10 

3 


3 

10 

3 

1 


= 0 ο 


χ ι+Χο - — χ 1 +χ 2 +3 


= 0 » 


<=>Χ|+χ 2 + -χ 1 - χ 2 -3 = °<=>χ ι = 2. 

Οπότε <ιπό την (1) βρίσκουμε >ι=0 και άρα Α(2, 0) 

]θ-ο 

ΩστεΧ,=Χ ΛΜ =Α-=1 μο β:)τ-0 = 1(χ-2)»χ = ^ι-5. 

ίυ _ 2 2 2 2 

3 


ΘΕΜΑ 61 

Να δείξετε ότι για κάθε α > 0 η εξίσωση 

2αχ" + γ 2 + 3 V α χ.ν + αχ - α = 0 (1) 
παριστάνει δύο ευθείες. 

ΛΥΣΗ 

Έχουμε 2αχ' + γ' + 3 ^ακγ + αχ - α = 0 <=> > ’ + 3 Υα χ^ + ( 20 Χ 3 + αχ - α) = 0 

Δ = 9αχ 2 - 4(2αχ 2 + αχ - α) = 9<ιχ 2 - 8αχ 2 - 4αχ + 4α = αχ 2 - 4αχ + 4α = 

= αχ 2 - 4αχ + 4α = α(χ 2 - 4χ + 4) = α(χ - 2) 2 . 

Αηλ«).ή^^° ,±ν °Ι Ι1 - 2 Ι«2^-3^»ί1ΐ(»-2) 

2 
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και τελικά γ«-/αχ- >α ή γ = -2ψαχ + Ϋα 

Άρα για κάθε α > Ο η εξίσωση (I) παριστάνει δυο ευθείες τις: 
ε,: γ = -·/αχ-Υα και υ = —2Vαχ + ΥοΓ. 


ΘΕΜΑ 62 

Να βρείτε την τιμή του κε ΙΚ, έτσι ώστε για κάθε λ,μ ε ίΚ η εξίσωση: 
(κλ + μ - κ)χ + (κλ + κμ)γ + (κ + 1) = 0 (1) 
να παριστάνει ευθεία γραμμή. 

Στη συνέχεια να δείξετε ότ» όλες οι παραπάνω ευθείες διέρχονται από 
το ίδιο σημείο. 


ΛΥΣΗ 

Η εξίσιοση (I) παριστάνει ευθεία γραμμή για κάθε λ, μ ε ΙΚ αν και μόνο αν 

|κλ + μ - κ (2) είναι αδύνατο 

Ικλ + κμ = 0, κ € ΙΚ 


το σύστημα (Λ + μ-χ-0 
Ικλ + κμ =0 


Λρα ϋ = 0 ο 


κ 1 

κ κ 


= 0 <=> κ" - κ = 0 <=> /. = 0 η κ = 1 


Αν κ = 0 το (Σ) γίνεται δηλαδήέχει άπειρες λύσεις της μορφής 

(λ, μ) = (λ, 0), λ€ ΙΚ. 

Αν κ=1 το (Σ) γίνεται |. λ + ^ αδύνατο 

Ώστε η εξίσωση (1) παριστάνει ευθεία αν και μόνο αν κ = !. 

Για κ = 1 η (1) γίνεται (λ + μ - 1 >χ + (λ + μ)γ + 2 = 0 (2). 

Έστω ότι όλες οι παραπάνιο ευθείες διέρχονται από το σημείο Κ(χ 0 . Υο)· Δηλαδή 
για κάθε λ, μ ε ΙΚ, (λ + μ - 1 )χ 0 + (λ + μ)γ 0 + 2 = 0. 

Για λ = 0 και μ = 0 παίρνουμε -χ 0 + 2 = 0 « Χο = 2. 

Για λ = 0 και μ = I παίρνουμε ν<> + 2 = 0 <=> γ 0 = -2. 

Αντιστρόψως αν (χ 0 , γ 0 ) = (2, -2) έχουμε (λ + μ — Ι)χ 0 + (λ + μ)γ 0 + 2 = 


=(λ + μ -1 )2 + (λ + μ) (-2) + 2 = 2λ + 2μ - 2 - 2λ - 2μ + 2 = 0, για κείθε ·,.ιι ε ΙΚ. 
Αρει όλε; οι ευθείες με εξίσωση (2) διέρχονται από το σημείο Κ<2. -2>. 
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ΘΕΜΑ 63 

Έστω ότι το σημείο Μ διαγράφει την παραβολή (ο) με εξίσωση 
γ - χ 2 , ενώ Α, Β, Γ είναι σταθερά σημεία του επιπέδου, τέτοια ώστε η 
ευθεία (η) με εξίσωση 

(ΐ + ΟΑ0 μ)χ + (ΐ+ ΟΒ ΟΜ)γ + 1 + ΟΓΟΜ = 0 

να διέρχεται από σταθερό σημείο Ρ. 

Να δείξετε ότι τα σημεία Α, Β, Γ είναι συνευθειακά. 


ΑΥΓΗ 


Το σύνολο των σημείων της παραβολής (σ), αποτελείται από εκείνα ακριβιάς 


τα σημεία, που έχουν συντεταγμένες της 
μορφής (I, I 2 ) με I € ΙΚ. Οι συντεταγ¬ 
μένες λοιπόν τον Μ είναι της μορφής 
(I, I 2 ) όπου I μεταβάλλεται στο ΙΚ. 
Έστω τιάρα (α,, α 2 ), (β], &) και (γ,. γ 2 ) 
οι συντεταγ^ιένες των σημείων Α. Β, Γ 
αντίστοιχα. Θα έχουμε 


• Παραμετρική παράσταση του συνό¬ 
λου των σημείισν της παραβολής γ=χ 2 . 

Θέτοντας χ = I, παίρνουμε γ = I 2 για 
κάθε σημείο (χ, γ) της παραβολής. 
Αντίστροφα, κάθε σημείο με συντεταγ¬ 
μένες (ι, Γ 2 ) για ι ε ΙΚ, είναι ση^ιείο της 
παραβολής αυτής. _ 


ΟΑ ΟΜ = α,Ι + α,Γ. ΟΒ ΟΜ = β,ΐ + β,Γ και ΟΓ ΟΜ = γ,Ι + γ,Γ. 

Η εξίσωση της ευθείας (η) γίνεται 

(1 + αμ + α 2 ΐ 2 )χ + (1 + βμ + β 2 τ 2 )γ + 1 + γμ + γ 2 ί 2 - 0 με I ε ΙΚ 

και γράφεται ισοδύναμα στη μορφή 

(χ + γ + 1) + (α,χ + β,γ + Υ|)1 + (α 2 χ + βιγ + γ,)ϋ 2 = 0 (1) 

Εφ’ όσον η (η) διέρχεται από σταθερό ση(.ιείο Ρ(χ, γ), θα απρέπει, για τις σι>ντε- 
ταγ^ιένες χ, γ τούτου, να αληθεύει η (1) για κάθε 16 ΙΚ. Προς τούτο όμως, πρέ- 

χ + γ+1 =0 

πρέπει και αρκεί να είναι α,χ + β,γ + γ, = 0 

,α2 χ + β^ + ν ί = 0 


Από τις τελευταίες σχέσεις συμπεραίνουμε ότι είναι 


α, α 2 1 


α, α 2 I 


α, α, 1 

β, Ρ 2 ι 


Ρ, Ρ 2 I 

= 

Ρι Ρ 2 1 

Υι Υ 2 1 


α,χ4β|Υ+Υ| α 2 χ4β 2 γ+γ, χ+γ+1 


0 0 0 


οπότε, τα σημεία Α(α,, α 2 ). Β(β,. β 2 ), Γ(γ|, γ 2 ) είναι συνευθειακά. 
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ΘΕΜΑ 64 

Να δείξετε ότι δεν υπάρχει ευθεία που διέρχεται από το σημείο Ρ(κ,κ) 
με κ Ψ 0 και που οι συντεταγμένες της επί την αρχή είναι οι ρίζες της 
εξίσωσης κχ 2 - (5κ - 6)χ + κ 3 = 0 (Ε) 

ΑΥΣΗ 

Έστω ότι (η) είναι μια τέτοια ευθεία με εξίσωση - + 2 = 1 όπου α, β είναι 

α β 

οι ρίζες της εξίσωσης (Ε), (α, β * 0) και διέρχεται από το σημείο Ρ(κ. κ). 

Είναι τότε £+-= 1 δηλαδή I (1). 

α β αβ 

5-6 3 2 

Όμως α + β = --—- και αβ = κ =κ' (άθροισ|.ια και γινόμενο ριζών της 
κ κ 

εξίσωσης (Ε)). 

Η (1) γίνεται κ^~~-=1 δηλαδή κ 2 = 5κ-6 και τελικά κ 2 - 5κ + 6 = 0. 
κ' 

Βρίσκουμε ότι κ = 2 είτε κ = 3. 

Στην πρώτη περίπτωση η (Ε) γίνεται 2χ 2 - 4χ + 8 = 0 δηλαδή χ 2 - 2χ + 4 = 0. 
Στη δεύτερη αντίστοιχα η (Ε) γίνεται 3χ 2 - 9χ + 27 = 0 δηλαδή χ 2 - 3χ + 9 = 0, 
Όμως καμιά από τις εξισώσεις χ 2 - 2χ + 4 = 0 και χ 2 -3χ +9 = 0 δεν έχει πραγ¬ 
ματικές ρίζες. Ως εκ τούτου καμία ευθεία (η) δεν ανταποκρίνεται στις απαιτήσεις 
του προβλήματος. 


ΘΕΜΑ 65 

Έστω (ίχ) η οικογένεια των ευθειών με εξίσωση 

(λ 2 + 1)χ + 2λγ + (λ 2 - I) = 0 και λ € ΙΚ 
«) Να δείξετε ότι δεν υπάρχει σημείο του επιπέδου, που ανήκει σε όλες 
τις ευθείες (ε λ ) 

β) Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ του επιπέδου, που 
ανήκουν σε μια και μόνο από τις ευθείες (ε λ ). 

ΑΥΣΗ 

α) Αν Ρ(χ,), Υο) σημείο που ανήκει σε όλες τις ευθείες της οικογένειας (ε>_), τότε: 
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(λ 2 +1 )χο + 2λγ 0 + (λ 2 -1) = Ο νλβΙΚ 
άρα και (χ 0 + 1 )λ 2 +2λγ 0 + (χ 0 - I )=0 
Προς τούτο, πρέπει να είναι: 
χ 0 + 1 = 0 και 2γ 0 = 0 και χ 0 - 1 = 0 
δηλαδή γ 0 = 0 και Χο = 1 και χ {) =-1 
που είναι αδύνατο να συμβαίνει. Δεν 
υπάρχει λοιπόν σημείο Ρ(χ 0 , γ 0 ) που 
να είναι κοινό όλων των ευθειών (ε>). 

β) Έστω Μ(χο, Υο) τυχαίο σημείο που περιέχεται σε μία και μόνο από τις ευθείες 
(ε λ ). Αυτό σημαίνει ότι ισχύει (λ 2 + 1 )χο + 2λγ 0 + λ 2 - 1 = 0 για ένα και μόνο 
λε ΙΚ. Ισοδύναμα, ότι η ως προς λ εξίσωση (λ 2 + I )χ 0 + 2λγ 0 + λ 2 -1 = 0 (!) 
έχει μία και μόνο πραγματική λύση. 

Η (1) γράφεται (χ 0 + 1)λ 2 + 2λγ 0 + χ 0 - 1 = 0 και έχει μία και μόνο λύση 
λ ε ΙΚ στις επόμενες δύο περιπτώσεις: 

1) χ 0 + I = 0 δηλ. Χο = -1 και γ 0 *0. Τα αντίστοιχα ση^ιεία Ρ(χ 0 , Υο) είναι τα 
σημεία της ευθείας με εξίσωση χ = -I που είναι διαφορετικά του (-1,0). 

2) Λ ~ 4γ 0 2 - 4(χ 0 + 1) (χ 0 - 1) = 0 δηλαδή 
γο - Χο + 1 = 0 που σημαίνει χ<ί - Υο = ' με 
την προϋπόθεση ότι χο * -1. Τα αντίστοιχα 
σημεία Ρ(χ 0 , γ 0 ) £ ί να ι τα σημεία της ισοσκε¬ 
λούς υπερβολής |.ΐ£ εξίσωση χ 2 - γ 2 = I τα 
διαφορετικά του (-1,0). 

Συμπέρασμα: Ο ζητούμενος γεωμετρικός τόπος 
αποτελείται από τα σημεία της υπερβολής χ 2 - 
γ 2 = 1 και της ευθείας χ = -1 εκτός του σημείου 
(-1,0). 



• Η γεω^ιετρική συνθήκη: 

«Υπάρχει σημείο Ρ κοινό V λ € ΙΚ 
όλων των ευθειών της οικογένειας 
(ε λ )...» εκφράζεται με την ισοδύναμη 
αλγεβρική συνθήκη 

«Υπάρχουν αριθμοί χ 0 , γ,) £ ΙΚ (ανε¬ 
ξάρτητοι του λ) τέτοιοι ιίκττε να είναι 
(λ 2 +!)χ 0 + 2λχ η + (λ 3 -1) = 0 VλεΙΚ 


ΘΕΜΑ 66 

Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ εμβαδού 4 τ.μ. 

Αν Α(0,2), Β(3,1) και το σημείο τομής Κ των διαγώνιων του βρίσκε¬ 
ται στην ευθεία ε: γ = χ να βρείτε τις συντεταγμένες των Γ και Δ. 
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ΛΥΣΗ 


Έστω Γ(Χ|, γυ και Δ(Χ 2 , ¥ 2 )· Επειδή Κ εί¬ 
ναι το μέσο του ΑΓ θα έχουμε 


Η 


χ, γ,+ 2 


.Όμως το Κ ανήκει στην ευθεία 


ε :γ = χ. Δηλαδή 1 χ '~ = —.Οπότε γ,= χ,-2 


2 2 

Επίσης Ε ΑΒΓΑ = 4 « 2Ε ΑΒΓ = 4 « 

0 2 1 

3 1 1 


1 


«2 — Ι 
2 


χ, χ,-2 1 


I = 4 <=> 


Υ < 




ΑίΟ.21 

Γ(4φ2| 

δ(-ΓΤΡ 

- ^/ΊΗΧί) 

Ο 

Γ(2,0) X 


« 1-2 


3 1 
χ, 1 


+ 1 


I 


χ, χ,-2 


I = 4 ο 1-2(3 - χ,) + (3χι - 6 - χ,)Ι = 4 « 


«1-6 + 2Χ] +3λ|-6 -Χ|Ι = 4 <=> Ι4χ, - 121 = 4. Δηλαδή Χ| - 3 = I ήχ,-3--1 
Βρίσκουμε λοιπόν χ, = 4 ή χ,=2. Αρα Γ(4, 2) ή Γ(2, 0). 

'χ,-4]_'0-3 

2-1 


• Αν Γ(4,2) τότε ΓΔ = ΒΑ δηλαδή 

Λ “2 

ισοδύναμα χ·,=1 & γ^· Οπότε Δ(1,3). 

— + — 1 χ — 2 

>Αν Γ(2,0) τότε ΓΔ - ΒΑ δηλαδή : 
ισοδύναμα χ^=1 & γ-^3. Οπότε Δ(-1, 1) 


0-3 

2-1 


ΘΕΜΑ 67 

Ένα τετράγωνο ΑΒΓΔ βρίσκεται στο α' τεταρτημόριο έτσι ώστε οι 
κορυφές του Α, Β να είναι πάνω στους θετικούς ημ (άξονας Οχ, Ον αντί¬ 
στοιχα και (ΟΑ) < (ΟΒ). 

Αν το κέντρο του ΑΒΓΔ είναι το σημείο κ||, |-| και το εμβαδόν 
του ίσο με 5 να βρείτε τις συντεταγμένες των Α, Β, Γ, Δ. 


ΔΥΣΗ 
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Έστω Α(α, 0), Β(0, β) με β > α > Ο.Έχουμε 



Πρέπει ΙΟλΧΚΒ .Δηλαδή ΚΑ · ΚΒ = 0 
Ισοδύναμα - ||α-2|- ||β-|| = 0 

χαι τελικά βρίσκουμε ότι α + β = 3. 

Επίσης το εμβαδόν τον ΑΒΓΔ είναι ίσο με 5 . Δηλαδή (ΑΒ) 2 - 5 , 
Βρίσκουμε λοιπόν ότι α ! + β 2 = 5 . Οπότε 

(1) ία + β =3 ^ ίβ = 3-α ^ ίβ = 3-α ^ Ιβ =3-α 

( 2 ) |α 2 +β=5 |α 2 +(3-α) 2 = 5 |2α 2 -6α + 4 = 0 |α=1ήα = 2 



Ισοδύναμα 


(α, β) = {1,2) 

ή 

1<α,β) = (2,Ι) 

Όμως α<β επομένως (α, β) = (1,2). Αρα Α(1,0) και Β(0, 2). 

Έστω επίσης Γ(χ ( , γ]) και Δ(χ 2 , γ 2 )· Επειδή το σημείο Κ είναι το κοινό μέσο 

1 + χ ι _ 3 0+Υι = 3 0 + χ 
2 


των ΑΓ και ΒΔ έχοΐ’με 


3 2 + γ 2 3 

= — και -— = ~ 

2 2 2 


2 2 2 2 2 
Οπότε βρίσκοι^ιε Χ| =2, γι = 3, χ 2 = 3 και — 1- Δηλαδή Γ(2,3) και Δ(3,1). 


ΘΕΜΑ 68 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ εμβαδόν Ε ψ 1. 

Αν Α(Ε, 1), Β(1, -Ε), το κέντρο βάρους τον τριγώνου ΑΒΓ είναι σημείο 
του άξονα χ'χ και η κορυφή Γ ανήκει στην ευθεία ε: γ - χ, να βρείτε 
το Ε και τις συντεταγμένες των Α, Β, Γ. 

ΛΥΣΗ 


Έστω Γ(Χ(, γ,). Οπότε το κέντρο βάρους τον τρι¬ 
γώνου ΑΒΓ είναι το σημείο 
χ, + Ε+ 1 γ, + 1 - Ε] 


°( 


3 3 

Όμως το Ο βρίσκεται στον άξονα χ'χ. 

Δηλαδή - ι+ -- ^ = 0 οπότε γ, = Ε-1 (1) 
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Επίσης το Γ ανήκει στην ευθεία ε: γ = χ. Δηλαδή γ, = χ,. Οπότε χ, = Ε — I (2) 


Εχουμε Ε = 11 


Ε 1 1 

1 και λόγω τιον (1 ),(2) παίρνουν Ε = - 1 

Ε 1 1 

1 -Ε 1 

1 -Ε 1 

*ι Υι 1 

2 

Ε-1 Ε-1 1 


Δηλαδή 2Ε = ί 


Ε 1 I 
1-Ε -Ε-1 0 
-! Ε-2 0 


<=>2Ε = 


1-Ε 

-1 


-Ε-1 

Ε-2 




<=> 2Ε = Ι(I — Ε) (Ε-2)-Ε - II <=>2Ε = ΙΕ-2-Ε 2 + 2Ε- Ε - II <=> 

«=> 2Ε = μΕ 2 + 2Ε - 31. Ισοδύναμα 2Ε = -Ε 2 + 2Ε - 3 ή 2Ε = Ε 2 - 2Ε + 3. 
Βρίσκουμε λοιπόν Ε 2 + 3 = 0 που είναι αδύνατη ή Ε 2 - 4Ε + 3 = 0. Οπότε συ¬ 
μπεραίνουμε ότι Ε = 3 (διότι Ε*1).Ώστε Α(3,1), Β( 1, -3) και Γ{2. 2). 


ΘΕΜΑ 69 

Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΑ με κέντρο το σημείο Κ(1,-1) και πλευρά 
α. Αν ΑΒ: 3χ + - 2α = 0* να βρείτε τις εξισώσεις των πλευρών τον. 

ΛΥΣΗ 

Κατ’ αρχήν βρίσκουμε την πλευρά α. 

Εχουμε <Ι(Κ. ΑΒ)=—. Δηλαδή Ι 3 ' 1 + 4(-Ι)- 2α[ _ο 
2 2 

Ισοδύναμα 212α + II = 5α. Παίρνουμε λοιπόν 4α + 2 = 5α ή 4α + 2 = -5α 

2 

Οπότε βρίσκουμε α = 2 ή α = - — < 0 οπότε 

9 

απορρίπτεται. Αρα α = 2 και ΑΒ: 3χ+4γ—4=0 
Είναι ΓΔ//ΑΒ, δηλαδή υπάρχει κ€ ΙΚ\|4) τέ¬ 
τοιος ώστε ΓΔ: 3χ + 4γ + κ = 0. 

Όμως ά(Κ, ΓΔ) = -. Δηλαδή Ι 3 - ~ 4 + Χ Ι = 1 
2 λ/?+4' 

οπότε Ικ - 11 = 5 και τελικά βρίσκουμε κ = 6 
(αφοΰ κ * 4). Άρα ΓΔ: 3χ + 4γ + 6 = 0. 

Επίσης οι ΑΔ και ΒΓ ως κάθετες στην ΑΒ θα έχουν εξισώσεις της μορφής 

-4χ + 3γ + λ = 0. Όμως ά(Κ, ΑΔ) = ά(Κ. ΒΓ) = |. 
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Δηλαδή * + ^ ^ + ^ - |. Ισοδυναμία Ιλ - 71 = 5. Οπότε παίρνουμε 
λ/4 2 + 3 2 

λ - 7 = 5 ή λ-7=-5 και βρίσκουμε τελικά λ = 12 ή λ = 2. Επομένη*; 
οι εξισώσεις των ΑΔ, ΒΓ είναι -4χ + 3γ + 12 = 0 και -4χ + 3γ + 2 = 0 αντί¬ 
στοιχα ή αντίστροφα. 


ΘΕΜΑ 70 

ί) Αν Κ(χ„ γ,) και Λ(χ 2 , γ 2 ) είναι σημεία συμμετρικά ως προς την ευ¬ 
θεία ε: Αχ + Βγ + Γ = 0 να δείξετε ότι 
(Αχι + Βγ, + Γ) + (Αχ 2 + Βγ 2 + Γ) = 0 και Α,Υ] - Βχι = Αγ 2 - Βχ 2 
ϋ) Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με Α{0, 3). Αν η μεσοκάθετος (ε) της ΑΒ 
και η εσωτερική διχοτόμος ΓΔ έχουν εξισώσεις χ + γ + 1 = 0 και 
χ + 2γ -1 = 0 αντίστοιχα να βρείτε τις συντεταγμένες των κορυφών 
Β και Γ. 

ΛΥΣΗ 


ί) 


Τα σημεία Κ. Λ είναι συμμετρικά ως προς 
την (ε) αν και μόνο αν το μέσο Μ του ΚΛ 
ανήκει στην (ε) και ΚΛ X (ε). 

Όμως Οπότε πρέπει 

ΑΪ!±^ + Β^ + Γ = 0. Δηλαδή 
2 2 



Α(Χ[ + χ^) + Β()^ + 3 ^ 2 ) + 2Γ = 0 <=> (Αχ| + Βγι + Γ) + (ΑΧ2 + + Γ) = 0 


Επίσης ΚΛ = * 2 Χ ' 

ίΥ 2 -Υι 


— ρ 

και το διάνυσμα δ - 1 


: -Β 


είναι παράλληλο στην (ε). 


Οπότε ΚΛΙε. Δηλαδή ΚΛ· δ = 0<=> Β(χ 2 - X]) - Α(γ 2 -Υι) = 0 και 
τελικά Αγι - Βχ ( = Αγ 2 - Βχ 2 . 

ίΐ) Κατ' αρχήν το σημείο Β(Χ|, γ,) είναι το 
συμμετρικό του Α(0.3) ως προς την ευ¬ 
θεία ε: χ + γ + 1 = 0. 

Οπότε σύμφωνα με το ερώτημα (ϊ) έχου¬ 
με: 
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(χ,+ϊ,+ 1Η(0 + 3+1)=0 Ιχ,+χ,-^ χ, = -4 

γ,-χ,-3-0 \γ,- Χι = 3 1γ,=-1 ^ 

'Εστι» Α'(χ 2 , γ 2 ) το συμμετρικό του Α(0, 3) ως προς τη διχοτόμο 
ΓΔ: χ + 2γ - I =0. Σύμφωνα ιιε το ερώτημα (ί) έχου(ΐε 

/(χ !+ 2Υ)-Ι)+(0+2· 3-., = 0 |χ !+ 2,^-4 1x^-2 

I γ,-2χ 2 = 3-2·0 Ιυ*“2χ 2 = 3 (γ 2 =-1 

Όμως το σημείο Α' ανήκει στην ΒΓ οπότε συμπεραίνουμε ότι ΒΓ:γ = -1 
Βρίσκουμε τώρα τις συντεταγμένες του Γ; 

*— 1 

χ + 2γ - 1 = 0 |χ = 3 


Αρα Γ(3,-1). 


ΘΕΜΑ 71 

Έστω ο κύκλος ο που έχει κέντρο το σημείο Κ(0,-2) και διέρχεται 
από την αρχή των αξόνων. Αν το σημείο Μ κινείται στον παραπάνω κύ¬ 
κλο, να δείξετε ότι το κέντρο βάρους Ο τον τριγώνου ΟΚΜ κινείται 
σε κύκλο τον οποίον να βρείτε το κέντρο και την ακτίνα. 

ΛΥΣΗ 


Η ακτίνα του κύκλου ο είναι ρ = (ΟΚ) - 2. 
Αρα ο: χ 2 + (γ + 2) 2 = 4. 

ΈστωΜ(χ,.γι) και 0(χ, γ).Τοσι^ιείο Μ ανήκει 
στον κύκλο ο. Δηλαδή χ 2 + (γ, + 2)- = 4 (1) 
Επίσης το σηιιείο Ο είναι κέντρο βάρους του 
τριγώνου ΟΚΜ. Δηλαδή 


χ. + 0 + 0 
χ = —-- 


γ, + 0 - 2 

και γ ■ —- 

3 


V- 

ο 

/ (λ 

1 Κ<0, -2) 

χ 


Οπότε βρίσκουμε χ ( = 3χ και γ, = 3γ + 2. 

Αντικαθιστώντας στην (1) παίρνουμε (3χ) 2 + (3γ + 4) 2 = 4. Δηλαδή 

χ!+ ΗΗΙί 

Ώστε το σημείο Ο κινείται στον κύκλο με κέντρο το σηιιείο Λ[0, - -1 

2 \ 3 / 

ακτίνα Κ = —. 

3 


και 
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ΘΕΜΑ 72 

Οι κύκλοι ( 0 |), (ο 2 ) με εξισώσεις 

χ 2 + γ 2 + Α]Χ + Βι^ + Γι = 0 και 
χ 2 + ,ν 2 + Α 2 χ + Βι,ν + Γ 2 = 0 

εφάπτονται στο σημείο Δ(χ„, ^β). Να δείξετε ότι η κοινή εφαπτομένη 
των δύο χόχλων στο Α έχει εξίσωση 

(Αι - Α 2 )χ + (Β, ε Β 2 )? + Γ) - Γ 2 = 0 


ΛΥΣΗ 


Θα έχουμε χ« + % + Α,χ 0 + ΒιΥο + Γ, = 0 
και χή + χό + Α 2 Χο + Β 2 χο + Γ 2 = 0 

οπότε και (Α| - Α 2 )χ η +(Β| - Β 2 )χ 0 +Γι - Γ 2 = 0 
Συμπεραίνουμε ότι η ευθεία (η) με εξίσιοση 

( Δ ' 

(η) 


(Α, - Α 2 )χ + (Β| - Β 2 )χ + Γ, - Γ 2 = 0 διέρχεται 
από το Δ. Παρατηρούμε επίσης ότα τα κέντρα 

τι,νν Νλιπ νπνίίιίν ρΓνπΐ πντίπτπι νπ 

1 όι \ 

ιό,) 

ΐίυν υι τ υ λι τ λλιθ ν οι νίΛΐ ιι ν ιιυ ιυι^π 

4'-"Ή-ϊ-!Ι 




και έχουμε 0,6,= ^ (Α,-Α,)ΐ + ^(Β,-Β^,Ι. 


Η ευθεία (η) είναι λοιπόν κάθετη προς τη όιάκεντρο Οι0 2 , άρα λοιπόν συμπί¬ 
πτει με την κοινή εφαπτομένη των δύο κύκλων οτο Δ. 

♦ Παρατήρηση Είναι ΙΑ, - Α 2 Ι + ΙΒ ( - Β 2 ! Ψ Ο, Στην αντίθετη περίπτωση είναι 
Α, - Α 2 και Β| = Β 2 . Οι δύο κύκλοι τότε είτε ταυτίζονται (όταν Γ, = Γ 2 ) είτε 
δεν έχουν κοινό σημείο (όταν Γ| * Γ 2 ). 

• Στην περίπτιοση που οι κύκλοι τέμνονται, η εξίσωση 

(Α, — Α 2 )χ + (Β| — Β 2 )χ + Γ[ - Γ 2 = 0 
είναι η εξίσωση της κοινής χορδής των δύο κύκλων. 


ΘΕΜΑ 73 

Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου στον οποίο εφάπτονται όλες οι 
ευθείες 


ε„: (ημα)χ + (συνα^ =1, α € ΙΚ 
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ΛΥΣΗ 

Έστω Κ(Χο, Υο) το κέντρο και ρ η ακτίνα του ζητούμενου κύκλου (ο). Οι ε Ι( 
εφάπτονται του (ο) αν και μόνο αν για κάθε α ε ΙΚ ισχύει 

<3(Κ, ε„) = ρ δηλαδή I(^ί») Χο + (συνα)^ρ —I]_^ οπ ^ τεπα ( ί)ν0 υ(ΐε 

V ημ“α + συν α 
Ι(ημα)χο + (συνα)γ 0 - 11 = ρ. 

Για α = 0, π παίρνουμε αντίστοιχα Ιγ 0 - 11 = ρ και |-γ 0 - II = ρ. 

Άρα Ιγο- II = I—νο- 11 δηλαδή γ 0 - 0. 

Για α = ?-,·—· παίρνουμε αντίστοιχα Ιχ 0 -1Ι = ρ και Ι-χ 0 - I! = ρ. 

Άρα I—χ 0 —11 = 1χ 0 — 11 δηλαδή Χο = 0. Οπότε ρ = 10- II = 1. 

Αντίστροφα εξετάζουμε αν όλες οι ευθείες (ε„) εφάπτοιται στον κύκλο με κέντρο 
0(0,0) και ατκίνα ρ = I. 

Εχουμε <1(0, . ε-ΚΊ"»·*· »Ι = 1 

V ημ*α + ουν'α 

Άρα ο ζητούμενος κύκλος είναι ο ο: χ 2 + γ 2 = 1. 


ΘΕΜΑ 74 

θεωρούμε την παραβολή (ς) με εξίσωση γ 1 = 2ρχ (ρ > 0) και την 
εφαπτομένη (ε) της (ς) στο σημείο Μ(χο, ^ο) αυτής (με χ ο >0). 
α) Να βρείτε τις συντεταγμένες α, β επί την αρχή της ευθείας (ε) και 
να δείξετε ότι το σημείο Ν(α,β) κινείται σε μια άλλη παραβολή ίο τ ) 
β) Να παραστήσετε τις παραβολές (ε) και (ο, ) στο ίδιο σύστημα αξόνων. 

ΛΥΣΗ 

α) Η εφαπτομένη (ε) στο σημείο Μ(χ 0 . γ 0 ) της 
• (ς) έχει εξίσωση γγ 0 = Ρ(χ + χ 0 ) (ε) 
και τέμνει τους άξονες χ'χ,γ'γ στα σημεία 

(-ν0) και (0. (γ 0 *0) 

Είναι λοιπόν α = και β = ~. 

% 
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2 2 2 2 

Θα είναι (Γ=ΕΛ= =! ρΧ() οπότε β 2 = -1α. 

Υ 1 2ρχ 0 2™ 2 

Συμπεραίνουμε ότι το σημείο Ν(α, β) είναι σημείο της παραβολής (σ ( ) με 

2 I 

εξίσωση γ =-—ρχ και διαφορετικό της κορυφής 0(0.0) αυτής. 



ΘΕΜΑ 75 

Δίνεται η παραβολή ο: >· 2 = 4χ. 

ί) Να βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών που εφάπτονται της ε στα ση¬ 
μεία της 0(0,0), Κ(1,2) και Μ(κ 2 . 2κ), κ ε !Κ\{0,1} 

Η) Να δείξετε ότι: 

α) Οι παραπάνω ευθείες ορίζουν τρίγωνο του οποίου να βρείτε την 
εξίσωση τον περιγεγγραμμένου του κύκλου, 
β) Καθώς το Μ κινείται στην παραβολή ε όλοι οι παραπάνω κύ¬ 
κλοι διέρχονται από δύο σταθερά σημεία. 


ΛΥΣΗ 


ί) 


ϋ) 


Οι ευθείες που εφάπτονται της παραβολής ο 
στα σημεία της Ο, Κ και Μ είναι αντίστοιχα: 
γ'γ: χ = 0, ε: γ·2 = 2(χ+1) <=> γ = χ + 1 και 

ΐ.,; γ·2κ = 2(χ + κ 2 ) <=> γ=Ιχ+κ 

κ 

α) Βρίσκουμε τα ση^ία τομής των παραπάνω 
ευθειών 

| χ - 0 τ0 οημ£[ 0 χομής 

1 ν = χ+ 1 \γ= 1 

των γ'γ και ε είναι το Ρ(0,1). 
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χ = 0 

1 


Υ = — X + X | ^/ = χ 


χ =0 


Δηλαδή το σημείο τομής τολ· ν' ν κια ?. είναι το ΣίΟ. κ) 


Υ = χ+1 , 

I χ = χ 

ν_ 1 γ 4 . ν ι Δηλα&ή το σημείο τομής των ε και ε„ είναι το Έκ.κ + 

I - λ -ί- Α | γ = χ + 1 


Είναι 


= κ(1 -κ) *0, διότι κ ε ΙΚ\ {0. 11 


0 1 1 
0 κ 1 
,κκ+1 1 

Άρα τα σημεία Ρ, Σ, Τ δεν είναι συνευθειακά συνεπιός «ποτιλούν κορνηέ; 
τριγώνου. Έστω ο*: χ 2 + γ 2 + Αχ + Βγ + Γ = 0 η εξίσοκτη τον περί- γραμ¬ 
μένου κύκλου του τριγώνου ΡΣΤ, Τα ση^ιεία Ρ. Σ. Τ ανήκουν στον Ο ). 
ίΟ+1+Ο+Β+Γ = 0 


Λ 


ΙΓ-χ 

δηλαδή (0 + κ*+0+Βκ+Γ=0 οπότε βρίσκουμε Β = -κ - 1 

IΑ = -κ - I 


Π 

\κ· 


;'+(κ+1) ’+Ακ+Β(κ+1 )+Γ=0 

Ώστε ο κ : χ 2 + γ 2 — (κ + 1)χ-(κ+ 1)γ + κ = 0. 
β) Έστω ότι οι κύκλοι ο χ διέρχονται από το σημείο με συντεΐΓ : ι ν,. ν,,Ι. 
Δηλαδή χ ( ς + γζ - (κ + 1 )χ 0 - (κ + 1 )Υο + * = 0. 

Ισοδύναμα (1 — χ 0 — Υο)κ + (χ<? + Υο - χ ο “ Υο) - 0- 7 ια κάθε κ € Κ. \ 10, ί ]. 
Αυτό όμιος συμβαίνει τότε και μόνο, όταν 


ί1-Χ ( -Υο = ° 
1\. + Υ?-*ο-Υο = ° 


δηλαδή 


(^υ * χ ο^ ισοδύναμα !* η 

\χο + ( I -*ο)" -χ ί> - 5 +χ ο = 0 \2<-2χ, = ί 


Οπότε βρίσκουμε (χ 0 , γ 0 ) = (0. 0 ή (*ο- Υο) = (1.0) 

Ώστε όλοι οι κύκλοι ο λ διέρχονται από τα σημεία Ρ(0. 1) και Ε(1.0). 
Σχόλιο: Αποδεικνύεται γενικότερα ότι οι εφαπτόμενες μιας πν ■ «ν ν; «η- τρία 
τυχαία σημεία της ορίζουν τρίγωνο του οποίου ο περιγγεγραμμένος κύκλος διέρ¬ 
χεται από την εστία της παραβολής. 


ΘΕΜΑ 76 

1 ϊ 1 11 

θεωρούμε την εξίσωση χ + ν -“ χ-2αν + 11 - Ρ = 0 (I) 

ρ 2 4 

όπου ρ σταθερός θετικός αριθμός και α διατρέχει το σύνολο Κ των 
πραγματικών αριθμών. ► 
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α) Να δείξετε ότι η (1) είναι εξίσωση οικογένειας κύκλων (ο*) και να 
βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των κέντρων των κύκλων αυτών, 
β) Να δείξετε ότι υπάρχει μοναδική κοινή εφαπτομένη των κύκλων α„και 
να βρείτε ποια είναι η εφαπτομένη αυτή. 

ΛΥΣΗ 


α) Η (1) γράφεται 

,2 


2Ρ 

ί χ - 5-) + (χ - α)' = + -ί0_ και είναι 

I 2Ρ / 4ρ 2 

εξίσωση κύκλου με κέντρο 

( 2 \ 2 2 

α και ακτίνα Κ. = 

2ρ / 2ρ 


χ — —I +(χ-α) 2 =—+—+ 2-δηλαδή 


4ρ“ 



Οι συντεταγμένες του κέντρου Κ, δηλαδή οι Χο = — και ν {) = α επαληθεύουν 

2ρ 

V α ε ΙΚ την εξίσυχτη χ 2 - 2ρχ παραβολής με εστία το σημείο |2, θ| και 

διευθετούσα την ευθεία χ = -£. Αντίστροφα κάθε σημείο Κ(χ 0 , χ 0 ) της πα¬ 
ραβολής συμπίπτει με το κέντρο ενός εκ των κύκλων (ο„), αφού με χ 0 = α 

2 

μπορούμε να γράψουμε χ„ =—,χ 0 = α. Ο γεωμετρικός τόπος των κέντρων 

2 ρ 

των κύκλων είναι λοιπόν η παραβολή (σ) με εξίσωση χ 2 = 2ρχ. 
β) Αν σημείο της παραβολής χ 2 = 2ρχ τότε ο αντίστοιχος κύκλος 

χ- —1 + (χ -α)' = (- + Ρ | εφάπτεται της διευθετούσας (δ) με εξίσισση 


2 ρ 


2 ρ 


:=-£ διότι (1(Κ.δ)=|^ + Β| = °!±£: = Κ. 
2 |2ρ 2| 2ρ 


Η ευθεία (δ) είναι η μοναδική κοινή εφαπτοίΐένη των κύκλων (σ (1 ) αφού τα 
κέντρα αίτιόν δεν είναι συνευθειακά σημεία. 
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ΘΕΜΑ 77 

Μία έλλειψη έχε» εστίες τα σημεία Ε'(1,0) και Ε(4,4). Αν μια κο¬ 
ρυφή της βρίσκεται στον άξονα γ’γ να βρείτε 
ί) Το κέντρο, τις κορυφές και την εκκεντρότητα της έλλειψης 
Η) Το μήκος του μικρού άξονα Β'Β. 

ΛΥΣΗ 

ί) Το κέντρο της έλλειψης είναι το μέσο του Π“ 


ΕΈ δηλαδή το σημείο , 2|. 

Η κορυφή Α ' είναι το σημείο τομής της ευ¬ 
θείας ΕΈ με τον άξονα γ'γ. 

Είναι ΕΈ: γ = ^ (χ - 1). Οπότε για χ = 0 
παίρνουμε γ = - γ Αρα Α '|θ, - 



χ 


Έστ«> Α(χι,γι). Επειδή το Κ είναι το μέσο του ΑΆ έχουμε: 


χ, +0 
2 



= 2 δηλαδή γ, = —. 


Α«α Α(5.^). 



Οπότε β'-α -γ" = 


2 _ γ 2 =25 + 100-9-4 = 

4 9 4 


15° .Δηλαδή β- —. 
9 3 


Αρα (Β'Β) = 2β = ^. 
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ΘΕΜΑ 78 

2 2 

Έστω Γ(χ,,^ι) και Δ(χ 2 , ,γ 2 ) σημεία της έλλειψης <::—+£ = 1. 

« β 1 

Αν Μ(χ<„ ?ο) είναι το μέσο του ΓΔ να δείξετε ότι η ευθεία ΓΔ έχει εξί- 
2 2 

σωση 5^2. 
α 2 β 2 α 2 β 2 


ΛΥΣΗ 

Προφανώς το σημείο Μ(χ 0 , γ 0 ) ανήκει στην 

η*Λ«ί4 + 2 'άΑ+Α. 

α ρ ! ο 2 (Τ 

Επομενιος αρκεί να δείξουμε ότι ΓΔ // ε. 

Προς τούτο αρκεί να δείξουμε ότι τα διανύσματα 


ΓΔ = 


Λ-Υι. 


και 6 = 


β 

5> 

2 

α 


ϊ- 

Πχ,.γι) 

Β^ΜίΧο,Λ) 


Δ(Χι,»|\Α 

α\ ο 



Β' 


= 0<=> ^(χ,-χ ι )+^(γ,-γ 1 ) = 0« 
α β' 


7ο, 


είναι μεταξύ τους παράλληλα. 

*2- χ ΐ ΥγΥι 
Δηλαδηότι _%> *« 

Ρ' « 

α* β* α* β 

2222 2222 
^ Χ 1 . V + ^- · ΐ — — 0 <=>*! + -= ^, που ισχύει διότι τα σημεία 

α β* α* β* α" β 2 

Γίχ,,γι) και Δ(χ 2 , γ 2 ) ανήκουν στην έλλειψη ο οπότε 


X, Υ, . 

—+ —= 1 και 

α β 2 


Χ 2 .72 _ 


2 „2 

α β 


= 1 . 
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ΘΕΜΑ 79 

Να αποδείξετε ότι τα μέσα των χορδών της έλλειψης 
2 2 2 

«" + £- = !, α>β που έχουν συντελεστή διεύθυνσης λ = -£ βρίσ- 
α β α 1 

χονται σε ευθεία γραμμή της οποίας να βρείτε την εξίσωση. 

ΛΥΣΗ 


Έστω ΚΛ τιχαία χορδή της έλλειψης ο με 

συντελεστή διεύθυνσης λ = - και Μ το μέ- 

α~ 

σον αυτής. Αν Κ(Χ|,γι) και Λ(χι, γ 2 ) τότε 
(χ,+χ 2 γ, + γ 2 \ 


μ| 


.Έχουμε 

2 2 / 

2 2 
λ = -Ρ- δηλαδή Ϊ2ΞΪ± = - 1 (1) 
α" Χ 2 ~ Χ ι α' 

Επίσης τα σημεία Κ, Λ ανήκουν στην έλλειψη 0. 

2 2 2 2 

Δηλαδή ίί- + ^-=1 και ^- + ^-=1. 

Γ ' 2 2 2 2 

α* β α’ β' 

2222 2 222 
*ι V. *■> Υι X, Χι Υι Υι 

Αρα -1 + ϋ=- 2 +'Ι <=>_!.— 1=ί±-ί±& 

2 2 2 .2 2 2 .2 -2 


Υ ■ 

Κ(χ„γ,) 



°Λ 


α 2 β 2 α 2 β 


2 2 2 2 
α α β β 


(χ,-χ,Ηχ, + χ.) (γ 2 -Υι)(Υ2 + Υι) β'/ , Υ,-Υ, , , , 

<=> -!ΐ-ρ--=—— 1 ——ί- <=>—~ {χ, + χ [) = ϊ - — - 1 (γ 2 + γ,) <=> 


α 


χ,-χ 


«>χ 2 + χ, =γ, + γ,<^ 


Χ Ι + Χ 2-> > |- | -> , 2 


Ώστε το σημείο , ^ίΐΧ 2 | βρίσκεται στην ευθεία ε: γ = χ. 


ΘΕΜΑ 80 

θεωρούμε μία έλλειψη και τον κύκλο με διάμετρο τον μεγάλο άξονα 
της έλλειψης. Αν οι εφαπτόμενες της έλλειψης στα άκρα τον μικρού της 
άξονα τέμνουν τον κύκλο σε 4 σημεία που είναι κορυφές τετραγώνου να 
βρείτε την εκκεντρότητα της έλλειψης. 
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ΛΥΣΗ 

Χωρίς βλάβη της γενικότητας θεωρούμε 


την έλλειψη ο,: — + 2- = 1 , α>β. Οπότε 

« β 2 

ο κύκλος με διάμετρο τον μεγάλο άξονα αυ¬ 
τής είναι ο 02 : χ 2 + γ 2 = α 2 . Οι εψαπτομένες 
της έλλειψης Οι στα σημεία Β(0, β) και 
Β'(Ο,-β) έχουν εξισώσεις γ = β και γ = -β 
αντίστοιχα. Βρίσκουμε τα σημεία τομής των 
παραπάνω ευθειών με τον κύκλο 02 · 

Ιχ' 



Υ- 

1 


Λ(-γ*ϊ) 


Β103Ι Ν, 

Κ(νί> 

Α'(-α,0)[ 



^ Α1«.0> 



0 

) Χ 

ΜΗ,4ϊ 


ΒΧΟ,-β) ) 

Ν(ν.Ηί) 


2 2 
+ γ =α 


2-2 2 

χ +β =α 


2 2 2 

X =α -β 


|χ = ±β 

| 2 2 

| χ =γ 


6 : 


=±β 
±Υ 


Τα σημεία λοιπόν είναι Κ(γ, β), Λ(-γ, β), Μ(-γ, -β) και Ν(γ, -β). 

Το ορθογώνιο ΚΛΜΝ είναι τετράγωνο αν και μόνο αν γ = β δηλαδή γ 2 - β 2 . 
Όμως β 2 = α 2 - γ 2 οπότε παίρνουμε γ 2 = α 2 - γ 2 . Ισοδύναμα 2γ 2 = α 2 δηλαδή 

(2.) =— και τελικά ε’=—. Άρα 6 =-^= — . 

Ια/ 2 2 12 2 


ΘΕΜΑ 81 

Να αποδείξετε ότι η παραβολή .ν 2 = 2ρχ και η έλλειψη 

2 2 

ο 2 : --+2 =1, α > β. τέμνονται κάθετα αν και μόνο αν η εκκεντρότητα 

* β" « 

ι/Τ 

της έλλειψης είναι ε = — . 


ΛΥΣΗ 

Έστω Ρ(χι,Υι) κοινό σημείο των δύο κωνικών 
τομών. Οι εφαπτομένες των ς,,ς 2 στο Ρ είναι 

αντίστοιχα ε,: γχ,=ρ(χ+ Χ|) και £ 3 : — 1 + —■ = ι 


Επίσης λ. = Ε- και λ ( _ = -&- = — χ · α 

Λ * 


α 
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Οι 0|,02 τέμνονται κάθετα αν και μόνο αν ε|±ε 2 . Δηλαδή 
λ* ( λ^ =-1. Οπότε Ρ|- Χ| ° | = -1 και τελικά = I (ϊ) 


Μ ν,Ρ 


*Ρ" 


Όμωςτοσημείο Ρ(Χ|,γι) ανήκειοτηνπαραβολή ιη: γ 2 = 2ρχ δηλαδή γ 2 = 2ρχ,. 

2 

Επομενιοςη (1) γίνεται Ρ χ ’ α ^ = | ισοδύναμα α 2 = 2β 2 . Όμως β 2 = α : - γ 2 

2ρχ,β 2 

οπότε παίρνουμε α 2 = 2(α 2 -γ 2 ) και ισοδύναμα 

(χ) =ί δηλαδή ε 2 =1 και ε=~ = ^. 

\α/ 2 2 {2 2 


ΘΕΜΑ $2 

2 2 

Δίνεται η έλλειψη ς: χ + Σ- = 1 και ο κύκλος ςμ χ 2 + γ 2 - 6 ν — 91=0 
4 1 ^ 

ϊ) Να βρείτε τις εστίες της ε, το κέντρο και την ακτίνα του ε 2 και να 
κάνετε πρόχειρη γραφική παράσταση των δύο κωνικών τομών. 

Η) Έστω ο,, η οικογένεια των κύκλων που εφάπτονται εσωτερικά του 
κύκλον ε και έχουν τα κέντρα τους στην έλλειψη ς'. Να δείξετε ότι 
όλοι οι κύκλοι ε λ διέρχονται από σταθερό σημείο. 

ΛΥΣΗ 

ί) Έχουμε α = 5, β = 4, γ = λ/τ?- β 3 = 3. 

Η έλλειψη ο έχει κέντρο το 0(0,0) και οι 
εστίες της Ε.Ε' βρίσκονται στον άέονα γ'γ. 

Άρα Ε(0.3) και Ε'{0, -3). 

Επίσης ο ( : χ 2 + γ 2 - 6γ - 91 =0. 

Ισοδύναμα χ 2 +(γ 2 -6γ+9)=91+9 δηλαδή 
' χ 2 + (γ-3) 2 = 100. 

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι ο κύκλος ο. έχει 
έχει κέντρο το σημείο Ε(0,3) και ακτίνα Κ= 10. 

Η) Έστω Μ το κέντρο και ρ η ακτίνα τυχαίου κύκλου της οικογένειας ο,,. 
Το σημείο Μ ανήκει στην έλλειψη ο αν και μόνο αν 
(ΜΕ) + (ΜΕ') = 2α δηλαδή (ΜΕ) + (ΜΕ') = 10 (I) 

Όμως ο παραπάνω κύκλος εφάπτεται εσωτερικά τον 0 |. Δηλαδή 
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(ΜΕ) = Κ - ρ ισοδύναμα (ΜΕ) = 10 - ρ (2) 

Από τις (1), (2) παίρνουμε 10-ρ + (ΜΕ') = 10 δηλαδή (ΜΕ') = ρ. 
Ώστε κάθε κύκλος της οικογένειας διέρχεται από το σημείο Ε'(0,-3). 


ΘΕΜΑ 83 

Να βρείτε την καμπύλη στην οποία ανήκουν τα κέντρα των κύκλων 
που εφάπτονται εξωτερικά του κύκλου 0[.· (χ - I) 2 + ,ν 2 = 1 και εσωτε¬ 
ρικά του κύκλου ο 2 : (χ + I) 2 + ? 2 = 16. 

ΛΥΣΗ 

Ο κύκλος ο ( έχει κέντρο το Κ(Ι,Ο) και ακτίνα 
ρ ( = 1, ενώ ο κύκλος ο 2 έχει κέντρο το Λ(-1,0) 
και ακτίνα ρ 2 = 4. 

Έστω Μ(χ, γ) το κέντρο και Κ η ακτίνα ηραί¬ 
ου κύκλου ο που εφάπτεται εξωτερικά του 0 | 
και εσωτερικά του σ 2 . Είναι λοιπόν 
(ΜΚ) = Κ + ρι και (ΜΛ) = ρ 2 - Κ. 

Οπότε (ΜΚ) + (ΜΛ) = ρι + ρ 2 δηλαδή 
(ΜΚ) + (ΜΛ) - 5. Τούτο όμως σημαίνει ότι 
η ζητούμενη καμπύλη στην οποία ανήκει το Μ είναι η έλλειψη με εστίες τα σημεία 
Κ(1,0), Λ(—1,0) και σταθερό άθροισμα 2α - 5. 



ΘΕΜΑ 84 

2 2 

Σημείο Μ διαγράφει την έλλειψη + ϊ- = I (α > β > 0) (γ). 

α β 

α) Να δείξετε ότι οι συντεταγμένες του Μ γράφονται στη μορφή 
Χι = ασυνθ, γι = βημθ όπου 0 < θ < 2π. 
β) Έστω Η(Χο, χ 0 ) το ορθόκεντρο του τριγώνου ΜΑΑ’ όπου Α(α, 0) 
και Α'(-α, 0) οι αντίστοιχες κορυφές της έλλειψης. 

Να δείξετε ότι το Η κείται σε σταθερή έλλειψη, όταν το Μ κινεί¬ 
ται στην αρχική έλλειψη (γ). 
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ΛΥΣΗ 


ο) Είναι (ϊΐ) + (^) - 1. Μπορούμε λοιπόν να 
X V 

θέσουμε -ί = συνθ χαι — = ημθ όπου Η 
α β 

κατάλληλη γωνία, με 0 5 0 < 2π. Θα είναι 
τότε και χι = ααυνθ, γ ( = βημθ. 
β) Έστω Η(χ<), γ 0 ) το ορθόκεντρο του τριγώνου 
Μ Α Α'. Θα είναι χ 0 = χ ι = ασι*νθ, αφού το Η 
είναι σημείο του ύψους ΜΚ. 

Είναι επίσης Α' Μ ± ΑΗ. 

Όμως ΑΗ = (χ 0 -α)ί + και Α' Μ = (ασίΎθ+α)ί + βημθ], 

Άρα Α'Μ ΑΗ = α( 1 + συνθ)(χ 0 - α) + βγ 0 ημθ = 0 

οπότε βγ 0 ημθ = α 2 ( 1 - συ^θ) = α 2 ημ 2 θ και τελικά 

2 

χ 0 = ασι*νΟ, γ 0 = ^-ημθ. 

Ρ 


Ύ 


: Η 

\ 


^—Μ 

ν\ 

η 

ο 

Κ /χ 




2 2 

Συμπεραίνουν ότι είναι και ^ 

α 

β 


■= 1 


Το ορθόκεντρο Η(χο, Υο) είναι λοιπόν πηνίο της έλλειψης (ο) με εξίσωση 


—γ+= 1 ν εστίες «τον άξονα υ 'γ, ^ιτ/άλο ημιάξονα ίσο με — και μικρό 

ν' Ρ 


α 


ημιάξονα ίσο ν α · 


ΘΕΜΑ 85 

2 2 

θεωρούμε την έλλειψη ^ + ϊ- = 1, (α > β > 0) και την ευθεία 

α β 

Αχ + 8γ + Γ = 0 (ε) που δεν έχει κανένα κοινό σημείο με την έλλειψη. 
(ΑΒ * 0). ► 










73 


► 

ο) Σημείο Μ(χ„, γ#) διαγράφει την ευθεία (ε). Να δείξετε ότι αν ΜΡ, 
και ΜΡ 2 είναι οι εφαπτόμενες της έλλειψης από το Μ, η εξίσωση 

— + ^ = 1 είναι η εξίσωση της ευθείας Ρ]Ρ 2 . 

« Ρ 

β) Να δείξετε ότι όταν το Μ διαγράφει την (ε) η ευθεία Ρ|Ρ 2 διέρχε¬ 
ται από σταθερό σημείο τον οποίου να βρείτε τις συντεταγμένες. 

ΛΥΣΗ 


α)Έστω ότι Ρ|(Χι, γι) και Ρ 2 (χ 2 , γ 2 ) είναι τα 

σημεία επαφής των ΜΡ|, ΜΡ 2 (ΐε την έλλειψη. 

Οι εφαπτόμενες της έλλειψης στα σημεία Ρ,, 

Ρ 2 έχουν εξισώσεις 

χ,χ ν,ν , χ·»χ ¥·>ν . , 

—+— - 1 και + — = 1, αντίστοιχα 

α 2 β 2 α 2 β 2 

και διέρχονται από το Μ(χ<,, γ 0 ). Θα έχουμε 

α & α |ϊ ! 

Οι τελευταίες σχέσεις εκφράζουν ότι η ευθεία ίΑ + ^ = 1 διέρχεται από τα 

2 2 

Ρ|,Ρ 2 , είναι λοιπόν η ευθεία Ρ,Ρ 2 . 11 ^ 

β) Έχουμε Αχ 0 + Βγ 0 + Γ = 0, οπότε Βγ 0 = -Γ - Αχ 0 . Η εξίαοκιη 

ν + Μ= , γίνεται 5£-1 ^±Ι Υ - 1 δηλαδή 
α 2 β 2 α 8 β 2 

Λ -. Α. Λ^_[_Ε_ γ + 11 = 0. Διέρχεται λοιπόν από σταθερό σημείο Σ(χ, γ) 
α 2 Ββ 2 I \Ββ 2 I 

(ανεξάρτητο του χ 0 ) τότε και μόνο, όταν είναι — - = 0 και ίΧ+ 1 =0 

α Ββ* Ββ' 



2 

Βρίσκουμε γ-- (Γ * 0 αφού η (ε) δεν διέρχεται από την αρχή 

•V Ί 






χ=-α”-Α.ί^|1.=-!ΐΑ Το σταθερό σημείο είναι λοιπόν το 
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ΘΕΜΑ 86 

2 2 

θεωρούμε την έλλειψη (ο) με εξίσωση — + ϊ- = 1 και το σημείο 

4 2 

Κ(0,-1). 

α) Να βρείτε για ποιο σημείο Μίχ#, γ 0 ) της έλλειψης με χ^, > 0 γί¬ 

νεται μέγιστο το |κμ|. 

β) Έστω Ν το σημείο τομής της ευθείας ΚΜ με τον άξονα χ'χ. 
Να δείξετε ότι από τα σημεία της έλλειψης που βρίσκονται στο πρώ¬ 
το τεταρτημόριο, το Μ είναι το πλησιέστερο σημείο προς το Ν. 
γ) Να δείξετε ότι (ε)ΛΚΜ, όπου (ε) η εφαπτομένη της έλλειψης στο Μ. 

ΛΥΣΗ 


α) Οι συντεταγμένες κάθε σημείου της έλλειψης 

(ς) γράφονται στη μορφή 

χ = 2συνθ, γ - /2ημ() με 0 < θ < 2π. 

Για τις τιμές 0 <θ <— παίρνουμε τα σηιιιεία 

2 

τον τόξου ΑΒ που (ίρίοκεται στο πρώτο τε- 
ταρτημόριο. Για κάθε τέτοιο σημείο Μ, έχουμε 

η 2 

|κμ| =|2σι*νθΐ + (/2ημθ- ΐ)]{ = 

= 4συν θ + (ΐ/Τ ημθ -1)’ = 4 - 4ημ 2 θ + 2ημ 2 0 + ! + 2^2 ημθ 
και τελικά |κμ( = -2ημ"Η + 2 ϊί2 ημθ + 5 = 6 - (\ 2 ημθ - 1 )\ 

Θα είναι λοιπόν |κμ| = τηίη., τότε και μόνο, όταν είναι |κ2Ψΐ| = ηιίη 

δηλαδή τότε και μόνο, όταν είναι /2 ημθ -1=0. γεγονός που αντιστοιχεί 

στη γωνία Β = —. Το σημείο Μ λοιπόν του τόξου ΑΒ για το οποίο γίνεται 
4 

μέγιστο το μέτρο |κμ| έχει σχΎτεταγ^ιένες 

χ 0 =2^=νΤ.γ 0 =ν2·β-ι. 



β) Η ευθεία ΚΜ έχει εξίσιοση — 

Υ2 


= 1+1 


2 


δηλαδή "Π χ = γ + I . 
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Για γ = Ο παίρνουμε χ = ϋ_. Οι συντεταγμένες του Ν είναι λοιπόν 

{2 

( —ί—, θ\ και για κάθε σημείο Ρ(2συνθ, νΤ ημΰ) του τόξου ΑΒ είναι 

VI / 

(ΜΝ) 2 =|2 συνθ-+ 2ημ 2 0 = 4συν 2 0 + 1-2 ίΐ συνθ + 2ημ 2 0 

δηλαδή (ΜΝ) 2 = 2ανν 2 θ - 2 VI συνθ +1 = (/2 συνθ - I )' + - 3 -. 

2 2 

Βρίσκουμε λοιπόν ότι (ΜΝ) - ΐΐΐΐηίτηυηι τότε και μόνο όταν ^2συνθ = I, 

δηλαδή για θ = ?-, οπότε για Ρ=Μ. 

4 

γ) Η εφαπτομένη (ε) της έλλειψης (ο) στο σημείο \^ν2,1) έχει εξίσωση 

*ϊί + Χ.= 1 δηλαδή χ ΐί2 + 2ν = 4 (ε) 

4 2 

•φ * * 

Ένα κάθετο διάνΐ'σμα της (ε) είναι το διάνυσμα δ = V 2 ί + 2^. 

Όμως, ΚΜ = ψί \ + 2^ = δ. Αρα λοιπόν είναι ΚΜ ±(ε). 


ΘΕΜΑ 87 

1 2 

θεωρούμε την έλλειψη “ + —=* και το ορθογώνιο ΚΑΜΝ που 

« β 

σχηματίζεται από τις εφαπτόμενες στις κορυφές της έλλειψης. Να δεί· 
ξετεότιαν Ε είναι μία από τις εστίες της, τότε οι περιγεγραμμένοι κύ¬ 
κλοι στα τρίγωνα ΕΚΛ, ΕΛΜ, ΕΜΝ, ΕΝΚ είναι ίσοι. 

ΛΥΣΗ 

Υποθέτουμε ότι είναι α > β. (Η απόδειξη στην 
αντίθετη περίπτωση είναι εντελώς όμοια). 

Έστω Ε η εστία με συντεταγμένες (γ, 0) και Κ, 

Λ, Μ. Ν οι κορυφές του ορθογώνιου, με συντε¬ 
ταγμένες (α, Ρ), (α, -β), (-α, -Ρ), (-α, Ρ) αντί¬ 
στοιχα. Είναι 

ΕΚ = (α - γ) ί + Ρ } και ΕΝ = -(α + γ) ί + Ρ ], 
οπότε έχουμε και 
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ΕΚ ΕΝ = γ 2 -α 2 +β 2 = 0 άρα ΚΕΝ = 90°.Όμοια ΜΕΛ = 90°. 

Οι περιγεγραμμένοι κύκλοι λοιπόν στα τρίγιανα ΚΕΝ και ΜΕΛ έχουν διαμέ¬ 
τρους τις ΚΝ και ΛΜ, μήκους 2α. Οι ακτίνες τους είναι λοιπόν ίσες με 
Κ, = Κ 2 = α. Είναι επίσης, ΚΕΑ = ΝΕΜ = 180°. Θεωρούμε σημείο Ε ( του άξο¬ 
να χ'χ, με ΑΈ|=ΑΕ. Είναι τότε τριγ. (Ε ( ΜΝ) = τριγ. (ΕΚΛ) και το τετρά¬ 
πλευρο (ΕΜΕ|Ν) είναι εγγράψιμμο σε κύκλο με διάμετρο ΕΕ, μήκους 2α. Οι 
περιγεγραμμένοι κύκλοι λοιπόν στα τρίγωνα ΕΚΛ και ΕΜΝ έχουν ακτίνες 
Κ 2 — Κ 4 = α. 


ΘΕΜΑ 88 

Να βρεθούν οι εξισώσεις των ευθειών που εφάπτονται της έλλειψης 

2 ι 

= 1 (ο) και σχηματίζουν με τους άξονες συντεταγμένων τρίγωνο 

α' β 1 

ελάχιστου εμβαόού. 


ΛΥΣΗ 


Οι εξισώσεις των εφαπτομένων της (ο) με την 
ιδιότητα που αναφέρεται βρίσκονται αρκεί να βρε¬ 
θούν τα αντίστοιχα σημεία επαφής (χ 0 , γ 0 ). 
Παρατηρούν επίσης ότι λόγιο της συμμετρίας που 
παρουσιάζεται αρκεί να λύσουμε το πρόβλημα θε¬ 
ωρώντας εφαπτόμενες της (ς) στο πρώτο τεταρ¬ 
τημόριο δτ\λ. με χ 0 , γ 0 > 0 . 

Έστω λοιπόν (η) εφαπτομένη της (ο) οτο ση¬ 
μείο (χο,Υο) αυτής με χ ο > 0 , γ 0 > 0 . 



Η (η) έχει εξίσωση ^ ^ = 1 και τέμνει τους άξονες στα ση^ιεία 


α β 2 


α|— ,01 και Β Ιο, ^-1 . Το εμβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ είναι ίσο με 

\*ο / \ ν 0 Ι 


ν 0 

2 «2 2„2 


^οαβ( = “~ — και είναι —+ — = 1. Προκύπτει ότι είναι 

2 Χο % 2x^0 α 2 ρ 2 
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.2 2 2 

1 =Ϊ1+Ϊ2.. 

- 2 δηλαδή 

(--τ) 

’ α β 2 

αβ 

Ια β! 


V 

αβ 


Θα είναι Ε,οαβι — ιτ1 ' η ™τε και μόνο, όταν είναι 


αβ 


(ΟΑΒ) 

= ΓΠϋχ δηλαδή τότε και 


'(ΟΑΒ) 


μόνο όταν ί—- —I =1-= ιπιη. Αυτό όμως συμβαίνει όταν και μόνο 

Ρ' Ε ίΟΑΒ> 


όταν ισχύει — = —. Στην περίπτωση αυτή είναι — άρα λοιπόν 

α β 


α Ρ 2 2 


= — = —, οπότε χ =~,γ„ = -β~. Η αντίστοιχη εφαπτόμενη (η) έχει 
α β VI VI VI 

εξίσωση +—= 1,δηλαδή -1- * + - 1 - ϊ- = I δηλαδή £+ ?·= VI. 


V 2 α VI β 


β' τρόπος 
Ε=Ι 


2 

οΓ 

ι* : 


α 

5 

> 


αβ 



Λ 

2 

α 

β 

χ® 

α 

2 

+ 

>0 

β 


= ° β. . ,Φ^αβ 


2 2 
0 

2 
α 


*ϋ + ?0 


Η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν 


*0 


Υο 

α 


β 


«Ϊ£ = ±*ϊ 


♦ Το επόμενο πρόβλημα μας το έκανε γνωστό ο ξεχωριστός συνάδελ¬ 
φος Μαθηματικός Γρηγόρης Τσπσίνιας στον οποίο οφείλεται και η 
απόδειξη που αναφέρουμε. Τον ευχαριστούμε. 


ΘΕΜΑ 89 

2 2 

θεωρούμε την έλλειψη (γ) με εξίσωση ~ = I (α > β > 0 ) με 

α β 

εστίες τα σημεία Ε(γ, 0) και Ε'(-γ, 0) (γ > 0). Να δείξετε ότι αν Μ, Ν 
σημεία της έλλειψης και Ρ το κοινό σημείο της ευθείας ΜΝ με τον άξο¬ 
να γ'γ θα είναι 


(ΜΕ')-(ΜΕ) 


(ΝΕ')-(ΝΕ) 


_ (ΜΡ) 

(ΝΡ) 
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ΛΥΣΗ 


Έστω Μ(Χ],χι) και Ν(Χι, γο)· 

Είναι (ΜΕ') 2 -(ΜΕ) 2 = 

= (χ, + γ) 2 + γ^-(χ,-γ) 2 -γί = 4γχ, και 
(ΜΕ' ) + (ΜΕ) = 2α οπότε θα έχουμε 
2α((ΜΕ')-(ΜΕ)] = 4γΧ| ήρα και 

|(ΜΕ') - (ΜΕ)| = ^ {χ,|. Όμοια θα είναι 

|(ΝΕ') - (ΝΕ)| =^|χ,|, οπότε προκύπτει 
α 



(Μ Ε*)-(ΜΕ) 
(ΝΕ')-(ΝΕ) 


φ(°2..Όμως 

χ 2 | (ΟΤ) 


(ΟΣ) _ (ΜΡ) 
(ΟΤ) (ΝΡ) 


και το ζητούμενο δείχθηκε. 


ΘΕΜΑ 90 

2 ΐ 

Στο παρακάτω σχήμα δίνεται η υπερβολή σ: --- ^ = 1 με εστίες 

α Ρ' 

Ε'(-Υ, 0), Ε(γ, 0) και το ορθογώνιο “βάσης” ΚΑΜΝ. Να δείξετε ότι το 
τετράπλευρο ΟΚΕΛ είναι ρόμβος αν και μόνο αν η εκκεντρότητά της 
(ε) είναι ε = 2. Ποιες είναι τότε οι εξισώσεις των ασύμπτωτων της ο; 



ΛΥΣΗ 

Επειδή ΟΕ _ί ΚΛ το τετράπλευρο ΟΚΕΛ είναι ρόμβος αν και μόνο αν είναι 
παραλληλόγραμμο, δηλαδή ΟΚ = ΛΕ . Δηλαδή 
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ισοδύναμα γ - α = α ισοδύναμα ' = 2 δηλαδή ε = 2 

α 


Επίσης β = λ/υ~ - «' =ν4α -α 1 = α ΐ/"3. 

Οπότε οι ασύμπτωτες της ο είναι 

ε: γ = ^ χ δηλ. γ = /3 χ 
α 

χαι ε: γ = - ^ χ δηλ. γ = - /3 χ 
α 


ΘΕΜΑ 91 

Να παρασταθεί γραφικά η εξίσωση 

*!*1 + £Μ=ι (Ε) 

4 9 

ΛΥΣΗ 

Θα αναζητήσουμε τη μορφή του διαγράμματος της (Ε) σε καθένα από τα τε¬ 
ταρτημόρια (χ > 0. γ > 0), (χ > 0, γ £ 0), (χ 5 0, γ > 0) και (χ < 0, γ < 0). 
Διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 

2 2 

α) χ > 0, γ > 0. Η εξίσωση γίνεται ί_ + | 

4 9 

και παριστάνει το αντίστοιχο τμήμα της έλ¬ 
λειψης που βρίσκεται στο πρώτο τεταρτημόριο. 

(τμήμα (γ,)). 

2 2 

β) χ > 0, ν < 0. Η (Ε)γίνεται *_ Ζ. = ι και 

4 9 

παριστάνει το αντίστοιχο τμήμα υπερβολής, 
με ασύμπτωτο την ευθεία 

Υ=-~ (τμήιια (γ 2 )). 

2 2 

γ) X £ 0, γ >0. Τμήμα της υπερβολής -5_ + Ζ_= 1 (τμήμα (γ^)). 

4 9 

2 2 2 2 

δ) χ < 0, γ < 0. Η (Ε) γίνεται - = I δηλαδή ^- + ^- = -1 και είναι αδύνατη. 

Το ζητούμενο διάγραμμα είναι λοιπόν το συνένωμα των (γ|), (γ 2 ), (γ-)). 
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ΘΕΜΑ 92 

2 1 

Θεωρούμε την υπερβολή (ο) ——— = 1 (α, β>0), όπου τα α, β με- 

« β" 

ταβάλλυνται έτσι ώστε η υπερβολή να εφάπτεται στην ευθεία 

(η) 7 · + ^ = 1 (Α,Β *0). 

Α Β 

Να δείξετε ότι τα σημεία, με συντεταγμένες (±α, ±β) είναι πάντοτε 

2 2 

σημεία της υπερβολής -—= 1. 

Α 2 Β 2 


ΛΥΣΗ 


Σε χάθε περίπτωση που η ευθεία 

— + Σ = I (η) εφάπτεται της υπερβολής 
Α Β 
2 2 

* -X = ] (ο) υπάρχει σησ^ίο Ρ(χ<,,γ 0 ) 

α β 2 

της, (ο) τέτοιο ώστε η εφαπτομένη της (ο) 
στο Ρ(Χο. >ο) να συμπίπτει με την (η). Η 
εφαππηιένη στο Ρ έχει εξίσωση 

^_Μ= ι 

1 1 

« β" 


• Συνθήκη επαφής της υπερβολής 
2 2 

(ο) -—2- = 1 και της ευθείας 

α β 2 

(η)*_+·2.= 1 (α,β>0, Α, Β *0). 
Α Β 

Η (η) εφάπτεται της (ο) τότε και 
μόνο όταν ταυτίζεται με την εφαπτο¬ 
μένη ιης υπερβολής σε κάποιο σημείο 
(Χο. Λ) ττ Κ καμπύλης (ο). 


και συμπίπτει με την (η) τότε και μόνο, όταν 


?ο 

> 

α" 


— και -^ = — δηλαδή τότε 
Α ^ Β 


και μόνο όταν το σημείο με συντεταγμένες 


ΙΑ Β 

(ο) (και της (η) επίσης). Προς τούτο πρέπει και αρκεί να είναι 


είναι σημείο της υπερβολής 


β 2 Β 2 


2.2 
α Α 


* λ 2 

1 δηλαδή — ~Ε-=! (Σ) 
Α 3 Β 2 


Μία συνέπεια της συνθήκης (Σ) είναι ότι τα σημεία (±α, ±β) είναι σημεία της 
2 2 

υπερβολής 5—2_ = 1 . 

Α 2 Β 2 
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ΘΕΜΑ 93 

Να δείξετε ότι κάθε ευθεία (η) παράλληλη προς κάποια από τις ασύμ- 

2 2 

πτωτες της υπερβολής ^--^τ = 1 (ο), και διαφορετική από τις δυο 

«' β' 

ασύμπτωτες αυτές, τέμνει την υπερβολή 0ε ένα και μόνο σημείο. 

ΛΥΣΗ 

Οι δυο ασύμπτωτες (ε,). (ε 2 ) έχουν αντίστοι¬ 
χα εξισώσεις - - ϊ- = 0 (ε,) και - + ^ = 0 (ε,) 
α β α β 

Έστω ότι είναι (η) // (ε,) και (η) * (ε,). 

Η εξίσωση της (η) μπορεί να πάρει τη μορφή 

--£ = <?> με 6*0 

α β 

Παρατηρούμε επίσης ότι τα κοινά ση(.ιεία (χ, γ) 
των (ο) και (η) αντιστοιχούν ακριβώς στις λύ¬ 
σεις (χ, χ) τον συστήματος [--!. = η και —- 

\ α Ρ α' 

Για τα σημεία (χ, γ) αυτά θα έχουν λοιπόν 

ρ(- + ^-) = 1, οπότε — + ^ = — και τελικά — = ρ+ —και ?ϊ. = — -ρ 
κι β/ α β ρ α ρ β ρ 

Παρατηρούν λοιπόν: χ = ~|ρ + — | και γ = Ρ-1!—ρ 

Οι (ς) και (η) έχουν λοιπόν μοναδικό κοινό σημείο. 

ΘΕΜΑ 94 

α) Να δείξετε ότι το σημείο μ(— ί—, «φθ|, όπου - - < θ < - είναι ση- 

Ισυνθ I 2 2 

μειο του ενός κλάδου υπερβολής της οποίας να βρείτε τις κορυφές Α, 
Α' και τις ασύμπτωτες. 

β) Έστω Γ και Γ' τα κοινά σημεία της διχοτόμου γ = χ και των ευθειών 
ΜΑ και ΜΑ' αντίστοιχα. Να δείξετε ότι το ευθύγραμιιο τμήμα ΓΓ' 
έχει σταθερό μήκος (ανεξάρτητο του θ). 
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ΛΥΣΗ 

«) Αν είναι χ,, = ——, γ 0 = εφθ οι συντεταγ- 
συνθ 

ΐιένες της τυχαίας θέσης τον Μ θα έχουμε 

- νό * —Κ — ε( ί" Η - 1 · Επίσης και 
σι>ν"θ 

χ,,=—!— > 0 (αφοί* - — < θ < -I 
συνθ \ 2 2 / 

Το σημείο Μ ανήκει λοιπόν στον δεξιό κλάδο 

της ισοσκελούς υπερβολής χ : - = !. Η υπερβολή αυτή έχει κορυφές 

Α( 1,0), Α'(-1.0) και ασύμπτωτες τις διχοτόμους γ = χ και χ = -χ των γω¬ 
νιών των αξόνων. 



β)Έστω (Χ|. γ,) και (χ>}Μ οι συντεταγμένες των Γ, Γ' αντίστοιχα. 

Τότε γ, =χ,. >ν = χ : και τα σημεία Α. Μ, Γ όπως και τα Α'.Μ, Γ' είναι 
συνευθείακά. Θα είναι λοιπόν 


χ . Υ, * 

1 0 1 

*ο Υο * 
χ Γ 1 γ, 0 
I 0 1 

Υο ο 


= 0 και 


χ : X: 1 

-1 0 I 

*ο Υ 0 1 


= 0. Βρίσκουμε τότε 


=0και 

χ,+1 ν, 0 

-! 0 1 

= 0. Άρα και 

χ,-1 χ, 

= 0 και 

χ,+Ι γ. 


Χ«+1 Υο 0 


Χο" 1 Υο 


Χο+Ι Υο 


=0 


Οπότε 


χ,-1 


= 0 . 


χ,+1 1 

·\| +1 ΥιΓΥιΓ* - ] 


= 0 και 


Χο” 1 ^ο+Ι-χ.) 

(χ.-1) ί 1 + εφθ-—)= 1 - 1,(χ,+1)/ΐ +—-εφθ| = —!—+ 

1 I συνθ/ συνθ * 1 συνθ / σΐ'νθ 

I - συνθ 


Οπότε χ, — 1 = - 


χ,= 


ημθ + συνθ - | 
ημθ Υ __ τ»ιθ 


χ, + 1 = ■ 


I + συνθ 


δηλαδή 


. χ,= 


1 + συνθ - ημθ 
Βρίσκουμε λοιπόν 


ημθ + συνθ - 1 * 1 + συνθ - ημθ 

χ.-χ 2 =-3^-(2 - 2ηιιθ) = 2ημθ(1-ηί ΐ θ ) = , 

σι*Λ—(1 - ημθ) 2 2ημθ(1-ημθ) 

Οπότε (ΠΓ')" = (χ.-χ 2 )~+ (χ,-χ,)' = 2 και (ΓΤ')=ΐ/2. 
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ΘΕΜΑ 95 

Να δείξετε ότι η παραβολή (ο) γ 2 + βχ - 2γ + 9 = 0 εφάπτεται της ευ¬ 
θείας γ = αχ σε σημείο με τεταγμένη γ„ = 3, τότε και μόνο, όταν είναι 
β = -4α. 

ΛΥΣΗ 

Για να εφάπτεται η παραβολή (ο) της ευθείας χ = αχ σε σημείο Μ(Χο, γ 0 ) με 
Υο = 3 πρέπει χαταρχήν το σημείο με συντεταγμένες (χ υ , Υο = 3) να είναι χοινό 
σημείο της ευθείας γ = αχ και της παραβολής (ο), να έχουμε λοιπόν 



Τότε όμως θα έχουμε και 
, α!ίχ 0 =3β 

; και , άρα λοιπόν 

αβχ η = -12α 



(Σ) 


Αντίστροφα έστω β — -4« με α * 0. 

Η εξίσωση της παραβολής (ο) γίνεται γ 2 - 4αχ - 2γ + 9 = 0. 

Για τα κοινά σημεία (χ, γ) της παραβολής και της ευθείας γ = αχ θα έχουμε 
'γ = αχ 
| κια 

\γ'-4αχ-2γ + 9 = 0 

οπότε α 2 χ 2 - 6αχ + 9 = 0 δηλαδή (αχ-3) 2 = 0 

Η τελευταία εξίσωση έχει διπλή ρίζα = — και το σύστημα μοναδική λύση 



α 


Το σημείο |-,3| είναι διπλό κοινό σημείο της ευθείας (η) γ = αχ καιχηςπαρα- 



,α 
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ΘΕΜΑ 96 

Έστω Ω = {ο>ι, ω 2 , ω 3 } ο δειγματικός χώρος ενός πειράματος τύχης 

με Ρ(ω,) = α + Ρ(ω 2 ) = α'χαι Ρ(ω,) = - -α. 

8 4 

Υπολογίστε το α. 


ΛΥΣΗ 

Πρέπει και αρκεί 0 < Ρ(ω,) <1, ϊ = 1, 2, 3 και Ρ(ο> ( ) + Ρίιοτ) + Ρ(ω 3 ) = 1 . 

Έχουμε Ρ(ω,) + Ρ(ω 2 ) + Ρ(ω,) = 1 δηλαδή α+ Ζ + α 2 --α= 1 . 

8 4 

Βρίσκουμε λοιπόν α ή α 

1 7 11 

Αν α = 1/2 τότε Ρ(ω.) = _ + — = — > 1, αδύνατο 

2 8 8 

Αν α = -1/4 τότε Ρ(ω,)=-ί + — = -€ [0, 1] 

2 8 8 


Ρ(<*) 


και Ρ(ω | )=-Ι(-11=Α 6 [ 0 , 1 ]. 
4 \ 4/ 16 


Ωστε α = - 


1 


ΘΕΜΑ 97 

Ένα Ιβδί έχει τέσσερις ερωτήσεις και κάθε ερώτηση πρεπει να απα¬ 
ντηθεί με ένα Α ή με ένα Β ή με ένα Γ. Ένας εξεταζόμενος απαντά 
εντελώς τυχαία στις ερωτήσεις. Να βρείτε τις πιθανότητες 
ί) Ν απαντήσει σωστά σε όλες τις ερωτήσεις 
ϊί) Να απαντήσει λάθος σε όλες τις ερωτήσεις 
ΐΐί) Να απαντήσει σωστά σε μία τουλάχιστον ερώτηση. 


ΛΥΣΗ 


ί) Αν Κ το ενδεχόμενο να απαντήσει σωστά σε όλες τις ερωτήσεις τότε Ν(Κ)=1 
Επίσης Ν(Ω) = 3-3*3 3 = 3 4 = 81. 


Άρα Ρ(Κ) = 


Ν(Κ) _ 1 
Ν(Ω) 81 ’ 
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ίί) Αν Λ το ενδεχόμενο να απαντήσει λάθος σε όλες τις ερωτήσεις τότε 

Ν(Λ) = 2*2·2·2 = 2 4 = 16, διότι κάθε ερώτηση μπορεί να απαντηθεί λάθος με 
2 τρόπους. 


Άρα Ρ(Λ) = 


Ν(Λ) _ 16 

Ν(Ω) 81 ' 


!■■) Το ενδεχόμενο ν' απαντήσει σΐιιστά σε μία τουλάχιστον ερώτηση είναι το Λ'. 
Αρα Ρ(Λ')= 1 -Ρ(Λ)= 

81 81 


ΘΕΜΑ 98 

Ένα κουτί περιέχει 15 σφαίρες άσπρες, κόκκινες και μαύρες. 
Επιλέγουμε τυχαία μία σφαίρα. 

Αν η πιθανότητα η σφαίρα να μην είναι άσπρη είναι τριπλάσια από 
την πιθανότητα να είναι κόκκινη και η πιθανότητα να μην είναι κόκκι¬ 
νη είναι διπλάσια από την πιθανότητα να είναι μαύρη, να βρείτε πόσες 
άσπρες, πόσες κόκκινες και πόσες μαύρες σφαίρες έχει το κουτί. 

ΛΥΣΗ 

Έστω X, γ, ω το πλήθος των άσπρων, κόκκινων και μαύρων σφταρών αντί¬ 
στοιχα που περιέχει το κουτί. 

Θεωρούμε τα ενδεχόμενα: 

Α: Η σφαίρα είναι άσπρη 
Β: Η σφαίρα είναι κόκκινη 
Γ: Η σφαίρα είναι μαύρη 
Είναι χ + γ = ω = 15 (1) 

Επίσης Ρ(Α') = 3Ρ(Β). Δηλαδή = 3 X. 

15 15 

Οπότε γ + ω = 3γ. Βρίσκουμε λοιπόν ω - 2γ (2) 
και Ρ(Β') = 2Ρ( Γ). Δηλαδή = 2-^. 


Οπότε χ + ω = 2ω. Βρίσκουμε λοιπόν χ = ω (3) 
Συνεπώς έχουμε 


(1) 

/χ + γ + α>= 15 

|2γ +γ + 2γ= 15 

II 

(2) 

ω = 2γ 

! ω = 2γ 

> ω = 6 

(3) 

1 χ = ω 

1 χ = ω 

!χ = 6 


Ώστε το κουτί περιέχει 6 άσπρες, 3 κόκκινες και 6 μαύρες σφαίρες. 
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ΘΕΜΑ 99 

Ρίχνουμε ένα αμερόληπτο νόμισμα ν φορές. Αν η πιθανότητα εμφά¬ 
νισης μίας τουλάχιστον φοράς της όψης κεφαλή είναι ίση με 

16 

να βρείτε πόσες φορές ρίξαμε το νόμισμα. 

ΛΥΣΗ 

Έστω το ενδεχόμενο Α: Να εμφανιστεί μία τουλάχιστον φορά κεφαλή οπότε 
Α': Να εμφανιστούν ν-φορές γράμματα. 

Προφανώς Ν(Α') =1 και Ν(Ω) = 2· 2... 2 = 2* 

ν<Ι<νϊ 

Αρα Ρ(Α') = Ν(Α) = 1 και Ρ(Α)= I - Ρ(Α') = 1 -1. 

Ν(Ω) 2 ν α 

Είναι Ρ(Α) = — δηλαδή 1 - — = — ισοδύναμα —= I - —. 

16 2 ν 16 2 ν 16 

Οπότε * = 1 . Βρίσκουμε λοιπόν ν = 4. 

2* 16 

Ώστε ρίξιφιε το νόμισμα 4 φορές. 


ΘΕΜΑ 100 

Δίνεται το σύστιμια 

|κχ - 2? = 0 

Ι3χ-λϊ = 0, χ, λ € {1,23Α5,6} 

Ρίχνουμε ένα κόκκινο και ένα λευκό ζάρι και θέτουμε όπου κ την έν¬ 
δειξη του κόκκινου και όπου λ την ένδειξη του λευκού ζαριού. 

Να βρείτε τις πιθανότητες των εδεχομένων 
Α: «Το (Σ) έχει μοναδική λύση» 

Β: «Το (Σ) έχει και μη μηδενικές λύσεις» 

Γ:«Το (Σ) έχει και μη μηδενικές λύσεις της μορφής (χ, γ)=(1, ί), I ε ΙΒ» 


ΛΥΣΗ 


Το (Σ) είναι 2x2 γραμμικό και ομογενές με ϋ = 


κ 

3 


-2 

-λ 


= -κλ + 6. 


Θεωρούμε τον παρακάτω πίνακα «διπλής εισόδου» 
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Αινκό ζάρι 



1 

2 

3 

4 

5 

6 

1 

( 1 . 1 ) 

( 1 . 2 ) 

( 13 ) 

( 1 * 4 ) 

03 ) 

( 1 . 6 ) 

2 

( 2 . 1 ) 

( 2 , 2 ) 

( 23 ) 

( 2 , 4 ) 

( 2 , 5 ) 

( 2 . 6 ) 

3 

( 3 . 1 ) 

( 3 . 2 ) 

( 33 ) 

( 3 . 4 ) 

( 33 ) 

( 3 . 6 ) 

4 

( 4 , 1 ) 

(4 2 ) 

( 43 ) 

( 4 , 4 > 

( 4 , 5 ) 

( 4 , 6 ) 

5 

( 3 . 1 ) 

( 3 . 2 ) 

( 53 ) 

( 5 , 4 ) 

( 5 . 5 ) 

( 5 . 6 ) 

6 

( 6 . 1 ) 

( 6 . 2 ) 

( 63 ) 

( 6 . 4 ) 

( 63 ) 

( 6 , 6 ) 


Γγιορίζονμε 6τι ιο (Σί ικιν 
ομογγν€ς ίγϊ\ μοναδική λίκτη 
αν και μόνο «ν Β*0 και 
ίΐΊΕΜΧς λυοεις αν και μόνο 
αν 0 = 0 


Από τον πίνακα έχουμε: Ρ(Α) = -'®= 1 Ρ(Β) = ~ = I. 

36 36 9 36 9 


Το (Σ) έχει άπειρες λύσεις της μορφής (χ, γ) = (I, ι), Γ € ΙΒ αν και μόνο αν 

για κάθε Ιε ΙΚ ( κΙ-2ί = 0 /(χ- 2)1 = 0 |κ = 2 ^ ρ(Γ) = _{_ 

13ΐ - λΐ = 0 I (3 - λ)1 = 0 1λ = 3 ^ η ; 36 


ΘΕΜΑ 101 

Αν Α, Β είναι ενδεχόμενα ενός πειράματος τύχης να δείξετε ότι 
Ρ(Α Π Β) - Ρ(Α) Ρ(Β) = Ρ(Α' η Β') - Ρ(Α’) Ρ(Β') = Ρ(Α) Ρ(Β’) - Ρ(Α η Β') 

ΛΥΣΗ 

Είναι Ρ(Α' η Β") = Ρ((Α υ Β)'] = I - Ρ(Α υΒ)= 1 -Ρ(Α)-Ρ(Β) + Ρ(ΑπΒ) 
και Ρ(Α') Ρ(Β') = 11 - Ρ(Α» [ 1 - Ρ(Β)] = ) - Ρ<Β) - Ρ(Α) + Ρ(Α) Ρ(Β) 

Αρα Ρ(Α'ηΒ')-Ρ(Α')Ρ(Β')=1-Ρ(Α)-Ρ(Β)+Ρ(ΑηΒΗ+Ρ(Β)+ΡΐΑ)-Ρ(Α)Ρ(Β)= 

= Ρ(ΑΠ Β)-Ρ(Α) Ρ(Β) 

Επίσης (ΑηΒ')υ(ΑηΒ) = Α και (ΑπΒ')η(ΑπΒ)= 0. 

Οπότε Ρ(Α η Β') + Ρ(Α ηΒ) = Ρ(Α). 
Δηλαδή Ρ(Α π Β') = Ρ(Α) - Ρ(Α η Β). 
Επομένως Ρ(Α) Ρ(Β') - Ρ(Α η Β') = 

= Ρ(Α)[ 1 -Ρ(Β)]-Ρ(Α)+Ρ(Α η Β) = 

= Ρ(Α) - Ρ(Α) Ρ(Β) - Ρ(Α) + Ρ(Α Π Β) = 

= Ρ(Α η Β) - Ρ(Α) Ρ(Β). Ώστε 
Ρ(Α η Β) - Ρ(Α)Ρ(Β) =Ρ(Α 'ηΒ' )-Ρ(Α')Ρ(Β' )= 
= Ρ(Α) Ρ(Β')-Ρ(Α η Β'). 
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ΘΕΜΑ 102 

Έστω Α,Β,Γ ενδεχόμενα ενός πειράματος τύχης τέτοια ώστε 
Α γ> Γ = 0, Ρ(Γ η Β') = ρ„ Ρ(Β η Α') = ρ 2 και Ρ{Α υ Β υ Γ) = ρ 3 . 

Να βρείτε τις πιθανότητες Ρ(Α) και Ρ(ΑυΒ). 

ΛΥΣΗ 

Είναι Αυ(Β η Α')υ(Γ πΒ') = ΑυΒυΓ 
και τα ενδεχόμενα Α,ΒηΑ', ΓηΒ' είναι ανά 
δυο ασυμβίβαστα. Αρα 

Ρ[(Α (μ» (Β η Α') υ (Γ η Β')] = Ρ(Α ι^Β Γ) 

Δηλαδή Ρ(Α)+ Ρ(ΒΠΑ') + Ρ(ΓΠΒ') = 

= Ρ(Α υ Β υ Γ). Οπότε παίρνουμε 
Ρ(Α) — Ρ3 — Ρι — Ρι· 

Επίσης Α υ (Β π Α') = Α υ Β και Αη(ΒπΑ') = 0, 

Αρα Ρ[Α υ (Β π Α')) = Ρ(Α υ Β). Δηλαδή Ρ(Α) + Ρ(Β η Α') = Ρ(Α υ Β). 

Οπότε παίρνουμε Ρ(Α ^ Β) = ρ 3 - Ρι - ρ 2 + ρ 2 = ρ 3 - Ρι· 

β’τρόπος: (Α ι^Β) (Γ η Β') = Α υ Β υ Γ και (ΑυΒ)π(ΓπΒ')= 0. 

Αρα Ρ[(Α υ Β) υ (Γ π Β')] = Ρ(Α υ Β υ Γ). Δηλαδή 

Ρ(Α υΒ) + Ρ(Γ π Β') = Ρ(Α υ Β υ Γ). Οπότε βρίσκουμε Ρ(Α υ Β) = ρ 3 - ρι. 

ΘΕΜΑ 103 

Έστω ο δειγματικός χώρος Ω = {ω ( , ω 2 , ω 3 } ενός πειράματος τύχης 
και τα ενδεχόμενα Α = {ωι, ω 2 }, Β = {α 2 , ω 3 }, Γ = {ω„ ω 3 ). 

Αν ισχύουν οι σχέσεις 
Ρ(Α’)-5Ρ(Β) + λΡ(Γ) = 0 
λΡ( Α) - 2Ρ(Β) - λΡ( Γ*) = 0 
(λ - 3)Ρ{ Α') + Ρ(Β') - ΡίΓ’) = 0 

όπου λ σταθερός ακέραιος αριθμός, να βρείτε τους αριθμούς 

λ, Ρ(ω|), Ρ(ω 2 ), Ρ{ω 3 ) 



ΛΥΣΗ 

Θεωρούς το σύστημα 
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/Ρ(Α') - 3Ρ(Β) + λΡ(Γ) = Ο 
λΡ(Α)-2Ρ<Β)-λΡ(Γ') = 0 
1(λ - 3)Ρ(Α') + Ρ(Β- Ρ(Γ') = ο 


'Ρ(ω 3 )-3[Ρ(α) 2 )4Ρ(ω 3 )]+λ[Ρ(ο} 1 )+Ρ(ω 3 )]=0 
α*| λ[Ρ((!),)+Ρ(<ι) 2 )]-2ίΡ(ιο 2 )+Ρ(ω,)}-λΡ(ιΐ} 2 )=0 
^(λ-3)Ρ(ω 3 )+Ρ(ω 1 >-Ρ(ω 2 ) = Ο 


/λΡ(ω,) - 3Ρ(ω 2 ) + (λ - 2)Ρ(ω 3 ) = Ο 
δηλαδή / λΡ(ω,) - 2Ρ(ω 2 ) - 2Ρ(ω 3 ) =0 (Σ) 

IΡ(ω,)-Ρ(ωΛ + (λ-3)Ρ(ω ? ) =0, λε Ζ 


Πρόκειται για 3x3 ομογενές γραμμικό σύστημα το οπαίο έχει και μη μηδενικές 
λύσεις (Ρ(<υ,), Ρ(ω 2 ), Ρ(ω 3 )) διότι Ρ(ω,) + Ρ(οη) + Ρ(ω 3 ) = 1. Δηλαδή 



λ -3 λ-2 

ΓΚ2 

0 -1 

λ 

ϋ = 0<=> 

λ -2 -2 

= 0 » 

λ -2 

_2 


1 -1 λ-3 


1 -1 

λ-3 


«. 1 λ “ 2 - λ Γ “ 2 = 0 ^ λ 2 - 3λ + 2 - λ(-λ + 2) = 0 <=> 2λ 2 -5λ+2=0 

I 1 Α— ^1 I I ( 


και τελικά λ = 2, (διότι λε Ζ). Για λ = 2 το (Σ) γίνεται 
I Ρ(( 0 ,) - Ρ(ιο 2 ) - Ρ(ω 3 ) = 0 


= 0 

| Ρ(ω ( ) - Ρ(ω 2 ) - Ρ((ΐ) 3 ) = 0 


( 1 ) 

( 2 ) 


Επίσης ισχύει Ρ(ιο ( ) + Ρίιικ) + Ρ(ω 3 ) =1 (3) 

Λύνοντας το σύστημα των εξισώσεων (I), (2), (3) βρίσκουμε 


Ρ(<»ι) = ] - , Ρ(ω 2 ) = \ και Ρ(ω 3 ) = ί. 
2 3 6 


ΘΕΜΑ 104 

ί) Να δείξετε ότι η εξίσωση 2* = ί χ ■ ) δεν έχει στο (1, -η») άλλη 

..... Ικ-1/ 

ρίζα έκτος α«ο το 2. 

Η) Έχουμε δυο ίεδί. 

Το Ιο ΙβδΙ έχει ν ερωτήσεις (ν > 1) και σε κάθε ερώτηση αντιστοι¬ 
χούν 2 απαντήσεις (εκ των οποίων ακριβώς μία είναι σωστή). 

Το 2ο Ιβδί έχει 2 ερωτήσεις και σε κάθε ερώτηση αντιστοιχούν ν 
απαντήσεις (εκ των οποίων ακριβώς μία είναι σωστή). 

Ένας εξεταζόμενος επιλέγει εντελώς τυχαία μία απάντηση σε κάθε 
ερώτηση των δύο ΙβδΙ. ► 
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«) Νβ βρείτε τις πιθανότητες των ενδεχομένων 

Α: Ο εξεταζόμενος απαντά σωστά σε μία τουλάχιστον ερώτηση τον 
1ου ίβδΙ. 

Β: Ο εξεταζόμενος απαντά σωστά σε μία τουλάχιστον ερώτηση τον 
2ου ίε$1. 

β) Αν Ρ(Α) = Ρ(Β) να βρείτε το ν. 


ΛΥΣΗ 

ί) Θεωρούμε τη συνάρτηση ί(χ) = 2 Τ -| —■ - | . 

Είναι Γ(χ) = 2*1η2 - 2ί—^—\ ί-ί—) = 2*1η2-2 -=1— = 

\χ -1 / Ιχ-Π χ- 1 ( Χ _ 1 ) ! 

= 2*1η2 + —— > 0 για κάθε χ € (I, +») 

(χ-1) 1 

Αρα η ί είναι αυστηρώς «ύξονσα οτο (1. +»). Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι η 
εξίοκκιη ί(χ) = 0 δεν έχει στο διάστημα (1, +«) άλλη ρίζα εκτός από την 
προφανή χ = 2. 

ίί) α) Το ενδεχόμενο Α' είναι να απαντήσει ο εξεταζόμενος λάθος σε όλες τις 
ερωτήσεις. Οπότε Ν(Α') = 1, διότι σε κάθε ερώτηση αντιστοιχεί ακριβώς μία 
λανθασ^ιένη απάντηση. 


Αρα Ρ(Α)= 1 -Ρ(Α') = 1 -^^1= 1-1-= 1 -1 

Ν(Ω) 2- 2...2 2" 

Το ενδεχόμενο Β' είναι να απαντήσει ο εξεταζόμενος λάθος σε όλες τις ερω¬ 
τήσεις. Οπότε Ν(Β') = (ν - 1) (ν - 1) = (ν - I) 2 , διότι σε κάθε ερωηση αντι¬ 
στοιχούν ακριβώς (ν - 1) λανθασμένες απαντήσεις. 

Αοα Ρ(Β) = 1 — Ρ(Β ) = 1 - (ν ~ = 1 

V V ' ν / 

β) Έστω ότι ισχύει Ρ(Α) - Ρ(Β). 

Δηλαόή 


Όμως ν > I οπότε σύμφωνα με το ερώτημα (ί) συμπεραίνουμε ότι ν = 2. 
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ΘΕΜΑ 105 


ί) Αν κ + λ + μ = 1 να δείξετε ότι 


μ λ μ 
μ κ λ 
λ μ κ 


= Ι[(χ _ λ ) 1 + (* _ μ ) 2 + (λ - μ) 2 ] 
# 


η) Έστω οι δειγματικοί χώροι Ω = {ω^ ω 2 , ω Λ } και Ω' = {ωΐ, ω 2 , ω 3 ) 
δύο πειραμάτων τύχης. Αν ισχύουν οι σχέσεις 
Ρ(ω ( ) Ρ(ωί) + Ρ(ω 2 ) Ρ(ω 2 ) = 2Ρ(ω ? ) Ρ(ω 3 ) 

Ρ(ω 3 ) Ρ(ω|) + Ρ(ω,) Ρ(ω 2 ) = 2Ρ(ω 2 ) Ρ(ω 3 ) και 
Ρ(ω 2 ) Ρ(ω,') = Ρ(ω 3 ) Ρ(ω 2 ) = 2Ρ(ωι) Ρ(ω 3 ) 


να δείξετε ότι Ρ(ω,) = Ρία^) = Ρ(ω 3 ) - Ρ(ω Λ ) 


1 

—» 9 

3 


ΛΥΣΗ 

ΐ) Έχουμε 


κ λ μ 


κ+λ+μ λ μ 

μ κ λ 

= 

κ+λ+μ κ λ 

λ μ χ 


κ+λ+μ μ κ 


= κ 2 + λ 2 + μ 2 - κλ - κμ - λμ = 


I λ μ 
I κ λ 
I μ κ 


1 λ μ 
0 κ-λ λ—μ 
0 μ-λ κ-μ 


κ-λ λ—μ 
μ-λ κ-μ 


= I (2κ> 2λ 2 +2μ 2 —2κλ—2κμ -2λμ) = I [ (κ-λ) 3 + (κ-μ) 2 + (λ-μ) 3 ] 
2 2 


ίΐ) Θέτοι^ιε Ρ(ω,) = α, Ρ(ω 2 ) = β, Ρ(ω 3 ) = γ, Ρ(ω|) = χ, Ρ(ω 2 ) = γ και Ρ(α> 3 ) 
= ζ οπότε οι δεδοιιένες σχέσεις γράφονται 

(αχ + βγ = 2γζ (αχ + βγ-2γζ = 0 
>γχ + αγ = 2βζ <=> I γχ + αγ - 2βζ = 0 (Σ) 

\βχ + γγ = 2«ζ Ιβχ + γγ - 2αζ = 0 

Το (Σ) είναι 3x3 ομογενές γραμμικό σύστημα ως προς χ, γ, ζ το οποίο 
έχει και μη μηδενικές λύσεις διότι χ + υ + ζ = 1. 


Δηλαδή Ω = 0 <=> 

α β -2γ 
γ α -2β 

= 0<=>-2 

α β γ 
γ αβ 


β γ -2α 


β γ α 


<=>-21 [ (α-β)+(α-γ)+(β-γ) 2 1 = 0 <=> (α-β) 3 +(α-γ) 3 +(β-γ) 3 =0. 

Επειδή οι (α-β) 2 , (α-γ) 2 και (β-γ) 2 είναι μη αρνητικοί ισοδύναμα παίρ¬ 
νουμε 
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|(α-β) 2 = 0 |α = β 


( α _γ)“ = ο δηλαδή !α = γ ισοδύναμα α = β = γ.Όμως α + β + γ = I οπότε 


\(α-ν) =0 οηΛαοη »α = 
1(β-γ) 2 =0 = 


β = Υ 


συμπεραίνουμε ότι α = β = γ — · Αντικαθιστώντας στο (Σ) παίρνουμε 

Ί I Ο 

-ίχ + —γ--ζ = 0 

3 3 3 


Δηλαδή χ + γ - 2ζ = 0 και επειδή χ + γ + ζ = 1 


βρίσκουμε ότι 3ζ = 1 οπότε ζ = —. 
Ωστε Ρ(ω,) = Ρ(<*>.) = Ρ(ι«),) = Ρ(ιι^) - 1 . 


ΘΕΜΑ 106 

Ένα κουτί περιέχει λευκές, κόκκινες και γαλάζιες σφαίρες. Επιλέγουμε 
στην τύχη μια σφαίρα από το κουτί. 

Αν η πιθανότητα η σφαίρα να είναι λευκή είναι ίση με ^ και η πιθα¬ 
νότητα να μην είναι γαλάζια είναι ίση με 1® να βρείτε τον ελάχιστο 

αριθμό των λευκών, κόκκινων και γαλάζιων σφαιρών που μπορεί να υπάρ¬ 
χουν στο κουτί. 

ΛΥΣΗ 

Έστω χ, γ, ω το πλήθος των λευκών, κόκκινων και γαλάζιων σφαιρών αντί¬ 
στοιχα. Θεωρούμε τα ενδεχόμενα 
Α: Η σφαίρα είναι λευκή 
Β: Η σφαίρα είναι γαλάζια 

Εχουμε Ρ( Α) = 1 δηλαδή---- 1 οπότε χ = 1 (χ + γ + ω) (1) 

7 χ+γ+ω 7 7 

και Ρ(Β') = ~ δηλαδή 1 -Ρ(Β) = “<=>Ρ<Β) = ^ « 

<=>-—-= — οπότε ω = — (χ + γ + ω) (2) 

χ + γ + ω 11 Π 

Επίσης γ = (χ + γ + ω)-χ-ω και λόγιο των (I), (2) βρίσκουμε 
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Υ = 



(χ + γ + ω) δηλαδή γ = ^ (χ + γ + ω) 


(3) 


Από τις (1), (2), (3) και λαμβάνοντας υπ’ όψιν ότι χ, γ, ω 6 Ν* συμπεραίνου- 
με ότι τα χ, γ, ω έχουν την μικρότερη τιμή αν και μόνο αν 
χ + γ + ω = Ε.Κ.Π.(7,11,77) = 77. Οπότε χ= 11, γ = 59, ω = 7. 
β' τρόπος .... 


Ρ(Α) = 1 
Ρ(Β') = |γ· 


6χ ' 1 '7Γ°„ ® 

χ + γ- 10ω = 0 


Βρίσκουμε ότι το (Σ) έχει άπειρες λύσεις της μορφής 
(χ, γ, 0 )) = | γ ω, ^-ιο, ω|, ω € Ν* 


... Οπότε ω = 7, χ = 11, γ = 59. 


ΘΕΜΑ 107 

Για τον νχν πίνακα Α, ισχύει Α 3 = I. Εκλέγουμε ένα στοιχείο του 
συνόλου Μ = {Α, Α 2 , Α 3 ,..., Α 99 , Α 190 }. 

Να βρεθεί η πιθανότητα του ενδεχομένου: Το στοιχείο που εκλέξαμε 
είναι ίσο με τον αντίστροφο του πίνακα Α. 


ΛΥΣΗ 

α) Αν Α = I τότε Α ν = I και Α“* - I οπότε όλα τα στοιχεία του Μ είναι ίσα 
με I και το ενδεχόμενο είναι βέβαιο με πιθανότητα 1. 
β) Αν Α * I τότε «πό τη δοθείσα Α 3 = I συμπεραίνουμε ότι Α-Α = I δηλαδή 
Α -1 = Α 2 . Οι δυνάμεις του πίνακα Α δίνονται από τον τύπο 


Α =1 


Α αν ν = 3κ + 1 
*> _| 

Α” = Α αν ν = 3κ +2 
I αν ν = 3κ, 


κ ε Ν* 


απόδειξη: · Α 3 ** 1 = (Α ? )*Α = Ι Χ Α = I Α = Α (γιατί I* = 1) 

• Α 3κ+2 = (Α 3 )*Α 2 = Ι Χ Α 2 = ΙΑ 2 = Α 2 = Α" 1 

• Α 3 * = (Α 3 )* = Ι* = Ι 
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Άρα στο σύνολο Μ = {Α, Α 2 . Α 3 .Α 99 , Α ιυ0 1 περιέχονται 34 στοιχεία ίσα 

με Α, 33 στοιχεία ίσα με Α' 1 και 33 στοιχεία ίσα με τον 1. 

33 

Η ζητούμενη λοιπόν πιθανότητα είναι —- = 0,33 


ΘΕΜΑ 108 

Σε τηλεοπτικό παιγνίδι, παρουσιάζονται στον παίκτη τρία κουτιά, 
απόλυτα όμοια εξωτερικά, τα κουτιά α, β, γ, ένα και μόνο από τα οποία, 
περιέχει το σημαντικό ποσό, δώρο του παιγνιδιού, Ο παίκτης καλείται 
να επιλέξει ένα από τα τρία κουτιά, και αυτός επιλέγει τυχαία το α. 
Αυτός που διευθύνει το παιγνίδι, γνωρίζει ποιο κουτί περιέχει το ποσό, 
δώρο του παιγνιδιού. Ανεξάρτητα λοιπόν από το αν ο παίκτης πέτυχε ή 
όχι το σωστό κουτί, αυτός (κατά πάγια τακτική του παιγνιδιού) ανοίγει 
εκείνο από τα β και γ που δεν περιέχει σίγουρα το δώρο του παιγνιδιού. 
(Τούτο σημαίνει ότι ανοίγει το β αν το ποσό βρίσκεται στο γ, είτε ένα 
οποιοδήποτε από τα β, γ αν βρίσκεται στο α). Μετά το άνοιγμα του 
κουτιού αυτού ζητάει από τον παίκτη να αποφασίσει αν θα επιμείνει στο 
κουτί α είτε θα προτιμήσει εκείνο από τα β και γ που απέμεινε. 

Τι συμφέρει από άποψη πιθανότητας να προτιμήσει ο παίκτης; 


ΛΥΣΗ 


Θεωρούμε τα ενδεχόμενα 

Α = (Το ποσό βρίσκεται στο κουτί α) και 

Ε = Α' = (το ποσό βρίσκεται σε κάποιο από τα β, γ). 


I 2 

Είναι προφανώς ρ(Α) = και ρ(Ε) = 1 - ρ(Α) = 

3 3 


Θεωρούμε τέλος και το ενδεχόμενο 

Ε| = (το ποσό βρίσκεται σε εκείνο το κουτί από τα β, γ που δεν ανοίχθηκε). 
Παρατηρούμε, ότι η πραγματοποίηση ενός οποιουδήποτε από τα ενδεχόμενα Ε[ 
και Ε συνεπάγεται την πραγματοποίηση του άλλου, άρα αυτά είναι ισοδύναμα 
και έχουμε 


ρ(Ε,) = ρ(Ε) = | 

Συμφέρει λοιπόν στον παίκτη, να αλλάξει προτίμηση, επιλέγοντας το κουτί από 
τα β,γ που δεν έχει ακόμα ανοιχθεί. 
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ΘΕΜΑ 109 

θεωρόν με τους μιγαδικούς αριθμούς ζ, ν> τέτοιους ώστε να είναι 
3νν + 2Κε(νν) = ζ + 5 + 6ί (1) 

Να δείξετε ότι αν το αντίστοιχο σημείο Ρ(ζ) κείται στην έλλειψη με 

2 2 

εξίσωση ^ - = 1, τότε το σημείο Μ(νν) κείται σε κύκλο τον οποίον 

V 

να βρείτε το κέντρο και την ακτίνα. 


ΛΥΣΗ 


Θέτουμε ζ = χ + γι, \ν = υ + υί, όπου χ, γ, ο,υ€ ΙΚ. 

Η (1) ισοδυναμεί με το σύστημα 

|5ο = χ + 5 και 3υ = γ + 6} δηλαδήμετο |χ = 5(ιι-1) και γ = 3(υ-2} 


Η συνθήκη *_ + 2- = ί 
25 9 


είναι λοιπόν ισοδύναμη με την (υ - I) 2 + (υ- 2) : = 1. 


Η τελευταία εκφράζει ότι το σημείο Μ(\ν = υ + υΐ) είναι σημείο του κύκλον με 
κέντρο το Κ(νν 0 = 1 + 2ί) και ακτίνα Κ = I. 


ΘΕΜΑ 110 

α) Έστω ζ ( = α + βί, ζ 2 = γ + δϊ (α, β, γ, δ € ΙΚ) δύο μιγαδικοί αριθμοί 
με ζ 2 * 0. Να δείξετε ότι ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι 


ο λόγος -I πραγματικός αριθμός είναι η 
ζ. 


α β 

γ δ 


= αδ - βγ = 0. 


β) Αν ζ 2 , ζ 2 , ζ λ ε (ί με * ζ 2 , να δείξετε ότι για να είναι τα σημεία 
Α(*ι), Β(ζ 2 ), Γ(ζ 3 ) του μιγαόικού επιπέδου συνενθειακά, πρέπει και 


αρκεί να είναι ο λόγος 




ζ 2 -ζ, 


ίσος με πραγματικό αριθμό. 


γ) Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ(ζ) του μιγαδικον 
επιπέδου για τα οποία είναι Ιπι(ζ) ^ 0 και τα σημεία Α(1), Μ(ζ), 
Β(ζ 3 ) είναι συνενθειακά. 


ΛΥΣΗ 

α) Είναι κατά τα γνωστά (όταν ζ 2 = γ + δί * 0) 
ζ ι _α + βί _ αγ + βδ + αδ -βγ · 
ζ 2 ν + 6ί γ 2 + δ 2 γ 3 +δ 2 
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Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι 1 ε ΙΚ <=> Ιτη 

ζ ? 


11_ 


ζ, 


= 0 » «6 - δβγ - Ο 


β) Θέτουν ζ, = X, + γ,ΐ, Ζ 2 = Χ 2 + Υ 2 ί, ζ 3 = χ 3 + Υ3' ί ιε Χ Ι· χ 2· χ 3· , ν 1· Υ2· ^3 ε ,κ · 
Είναι γνωστό, ότι τα σημεία Α(χ,, Υ[), Β(χ 2 , > 2 )· Γίχ 3 - γ.ι) είναι αυνευθειακά 
τότε και μόνο, όταν ισχύει η επόμενη σ\Μ)ήκη 


Χ ι 1 
χ 2 Υΐ 1 
Χ 3 ?3 1 


=0(Σ). Η (Σ) γράφεται 


Χ ] ?| ' 
χ 2 - χ ι ΥγΥι 0 
Χ 3" Χ ! ΥγΥ\ 0 


=0 δηλαδή 


χ :" χ ( ΥγΥ\ 
χ 3" χ , ΥγΥ ι 


= 0 


και εκφράζει την ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι ο αριθμός 
πραγματικός (είναι ζ-,-ζ, *0). 


ζ 3 -ζ, 


ζ,-ζ. 


γ) Εφ' όσον Ιισ(ζ) * 0 οπότε και ζ * 1, ικανή 
και αναγκαία συνθήκη για να είναι τα Α.Μ,Β 

σννευθειακά, είναι να έχουμε 

3 , 

--- = πραγματικός, δηλαδή ζ 2 + ζ + 1 ε (Κ. 

ζ- 1 

Είναι όμιος (για ζ = χ + γί), 

ζ 2 + ζ+ 1 = χ 2 - γ 2 + χ + I +(2χγ + γ)ΐ, οπότε 

η συνθήκη γίνεται 2χγ + γ = 0 και τελικά 


Μ(ζ) 

Υ· 


Χ =-Τ 


Ο X 


χ 


1 

2 


αφού ν *0. Αρα ο ζητούμενος γ. τόπος είναι η ευθεία χ = - 


1_ 
2' 


ΘΕΜΑ 111 

α> Να δείξετε ότι για κάθε ζ ε (I με ζ 2 + ΐζ - 1 = 0, έχουμε και ζ 3 = -ΐ 
β) Αν ο αριθμός νν (\ν ε <£) είναι ρίζα της εξίσωσης 
(ζ 1995 + I) 2 + ίζ 1995 = 1-ΐ 
να δείξετε ότι θα είναι και (ιν 1995 + I) 1995 = -ΐ. 

ΛΥΣΗ 

α) Εσπι) ότι ισχύει ζ 2 + ίζ - 1 = 0. Τότε ζ 2 = 1 - ΐζ οπότε ζ 3 = ζ 2 ζ = ζ - ΐζ : δη¬ 
λαδή ζ 3 = ζ - ΐζ 2 . Όμως ζ 2 = 1 — ΐζ και βρίσκουμε ζ 3 = ζ - ΐ (I - ΐζ) δηλαδή 
ζ 3 = ζ - ΐ + ί 2 ζ = ζ - ΐ - ζ = -ΐ. Θα είναι λοιπόν ζ 3 = -ί. 
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β) Θα είναι (\ν' 995 + 1) 2 + ί\ν ,995 = 1 -ϊάρακαι(\ν ,995 + 1) 2 + ί(ιν 1995 + 1)- 1=0. 
Θέτοντας \ν 1995 + 1 - \ν ( , βρίσκουμε ότι \ν 2 + ΐ\ν, - 1 = 0. Συνέπεια όμως 
του τελευταίου συμπεράσ|.ιατος, είναι ότι θα είναι και \ν 2 = -ί. 

Τότε όμως, είναι και ( \ν 1995 + I ) 1995 = ιν] 99 * 1 = (ν / 2 ) 665 = (-ΐ ) 665 = -ΐ 665 . 
Έχουμε επίσης ΐ 4 = 1, οπότε ί 66 * = (ϊ 4 ) ι66 ·ί = 1·ΐ = ΐ, και τελικά βρίσκουν 
(\ν ,99ί + 1 ) 1995 = ιν|" 5 = -ΐ 664 = -ϊ. 

ΘΕΜΑ 112 

Αν α + βί ϊ* 0 να βρείτε τον ν ε ΙΝ* έτσι ώστε να ισχύει 
(2α + 2βί) τ + 2(-β + αί) ν + 2(β - αΐ) ¥ = 0 

ΛΥΣΗ 

Παρατηρούν ότι (α + βί)ϊ = -β + αί και -(α + βΐ)ΐ = β - αί. 

Συνεπώς η εξίσωση (2α + 2βϊ) ν + 2(-β + αΐ) ν + 2(β - αΐ) ν = 0 γράφεται 
{2(α + βΐ)] ν + 2[(α + 2βί)ΐ] ν + 2[-(α + 2βι)ί] ν = 0« 

<=> 2 ν (α + βΐ) ν + 2(α + βΐ) ν ·ΐ ν + 2(α + βί) ν (-ΐ) ν = 0. Από τα δεδομένα όμως έχουμε 
α + βί * 0. Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι 2 ν + 2ΐ ν + 2(-ϊ) ν = 0. 

• Αν = 4κ, με κ ε ΙΝ*. τότε ΐ ν = 1 και (—ί) ν = I οπότε η (1) είναι αδύνατη 

• Αν = 4κ+1, με κε ΙΝ, τότε ΐ ν = I και (-ϊ) ν = -ί οπότε η (1) είναι αδύνατη 

• Αν = 4κ+2, με κε ΙΝ. τότε ϊ ν = -1 και (—ί) ν = — 1 οπότε η (1) γίνεται 

2 ν -2-2 = 0«2 ν = 2 2 <=>ν = 2 (δεκτή διότι είναι της μορφής 4κ + 2). 

• Αν = 4κ+3, με κ ε ΙΝ, τότε ΐ ν = -ί και (—ΐ) ν = ί οπότε η (1) είναι αδύνατη 
Ώστε το πρόβλημα έχει ακριβώς μία λύση το ν = 2. 


ΘΕΜΑ 113 

Αν για τον μιγαδικό αριθμό ζ ισχύει |ζ -1| = ημ 2 θ να δείξετε ότι 
συν^ < |ζ| ^ 1 + ημ 2 θ 

ΛΥΣΗ 

Έχουν Ι Ζ Ι = Ι(ζ- I) + II. 

Όμως Ιΐζ - 11 - 11 < Ι(ζ - 1) + 11 2 Ιζ - 11+1 δηλαδή Ιημ 2 θ - 11 5 ΙζΙ < ημ 2 θ + 1 
Οπότε παίρνουν τελικά συν 2 θ £ ΙζΙ < I + ημ 2 θ. 
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ΘΕΜΑ 114 

Οι μινάδικοί αριθμοί ζ και νν συνδέονται με χΐ| σχέση 
ννΚβ(ζ) - \ν Ιγπ(ζ) = 2(1 + ΐ) - 2ίϊν 

Αν η παραπάνω εξίσωση έχει δυο τουλάχιστον λύσεις ως προς \ν, διαφο¬ 
ρετικές μεταξύ τους, να δείξετε ότι η εικόνα του ζ, στο μιγαδικό επίπεδο, 
ανήκει σε μία ισοσκελή υπερβολή της οποίας να βρείτε την εξίσωση. 


ΛΥΣΗ 

Έστω ζ = χ + χΐ και ιν = α + βΐ, με χ, γ, α, β € ΙΚ. 
Έχουμε ινΚε(ζ) - ΐν Ιιη(ζ) = 2(1 + ί) - 2ΐ\ν <=> 

<=> (α + βΐ)χ - (α - βΐ)γ = 2 + 2ί - 2ί(α - βΐ) <=> 
ο αχ + βχί - αγ + βγι = 2 + 2ί - 2αί - 2β <=> 

<=> (αχ - αχ) + (βχ + βγ)ί = (2 - 2β) + (2 - 2α)ΐ <=> 


αχ-αγ = 2-2β ^ 
βχ + βχ = 2 — 2α 


(χ - γ)α + 2β = 2 (Σ) 
2α + (χ + γ)β = 2 


Σύμφωνα με τα δεδομένα τον προβλήματος το παραπάνω σύστημα (Σ) έχει του· 
λάχιστον δύο λύσεις ως προς («, β) διαφορετικές μεταξύ τους. 

Συνεπώς έχει άπειρες οπότε 


0 = 0 δηλαδή Ρ“* 


0 \ 2 2 2 2 
= 0 ισοδύναμα χ*-γ" - 4 = 0 δηλαδή χ'-γ' = 4. 

χ+γ| 


Ώστε η εικόνα τον ζ στο μιγαδικό επίπεδο ανήκει στην ισοσκελή υπερβολή 
ο: χ 2 - γ 2 = 4. 


ΘΕΜΑ 115 2 2 

Έστω ζ ε €με ζ « 1Κ και τέτοιος ώστε να είναι Ιγπ| ίίΑΐ-ϊ- = 0 

\1-ζ + ζ / 

Να δείξετε ότι 6α είναι |ζ| = 1 (ΟΜ 1981 ΜαηοΙε). 


ΛΥΣΗ 
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Εφ’ όσον για τον αριθμό 
2 2ζ 


2 2 

I-ζ+ζ 1-ζ+ ζ 

είναι Ιπι(νν) = 0, θα είναι \ν ε ΙΚ, άρα λοι¬ 
πόν είναι επίσης \ν=τν. 

-2 _ 

2ζ 


- -2 

Είναι όμως \ν = Ι^ΐΐϋ- 
I - ζ + ζ 

και η σχέση ν = νν γίνεται 


= 1 + 


- _ΐ 

1 - ζ + ζ 


• Οι συνθήκες \ν ε ΙΚ., Ιιτι(\ν) = 
0 και ν/ = \ν εκφράζουν όλες ότι 
ο νν είναι πραγματικός και είναι 
ισοδύναμες. Για να αποφύγουμε 
τις πολλές πράξεις, λιώνουμε το 
πρόβλη[ΐα χρησιμοποιώντας μόνο 
τα σύμβολα των μιγάδων και των 
συζυγών τους, χωρίς να τους πα- 
ραστήσονμε σιναρτήσει τον πραγ¬ 
ματικού και φανταστικού μέρους. 


1 +—] + —2ζ— 
- -2 , 2 

1-ζ + ζ 1-ζ+ζ 


οπότε είναι 2ζ ( 1 - ζ + ζ 2 ) = 2ζ( 1 - ζ +"ζ 2 ) και "ζ+ζζ 2 = ζ + ζ"ζ" δηλαδή 
(ζ- ζ) - ζζ (ζ- ζ) = 0 και τελικά (ζ- ζ) (1 - ζ ζ) - 0 . 

Όμως ζ*ζ, αφού ζί ΙΚ, οπότε έχουμε 1 - ζζ =0, άρα και ΙζΙ 2 = 1 και τελικά 
ΙζΙ = 1. 

• αντίστροφα αν ΙζΙ = 1, είναι I - ζ ζ = 0, οπότε (ζ-ζ) (1 - ζζ) = 0 και κα¬ 
ταλήγουν εύκολα στο σι^ιπέρα(.ιαα £= νν. 

Συμπεραίνουμε ότι τότε είναι και Ιπι(\ν) = 0. 


ΘΕΜΑ 116 

Να βρεθεί ο γ. τόπος των σημείων Μ(ζ) του μιγαδικού επιπέδου για 
τα οποία ο αριθμός 

2ζ 2 - |ζ| 2 - (1 + 3ΐ)ζ - (1 - 3ί)ζ - 5 

είναι φανταστικός. 

ΛΥΣΗ 

Θέτουμε ζ = χ + γι (χ, γ € ΙΚ) και έχουμε 
2ζ 2 - ΙζΙ 2 - (1 + 3ΐ)ζ - (1 - 3ί)ζ - 5 = 

- 2(χ 2 - γ 2 ) + 4χγΐ - (χ 2 + γ 2 )-(1 + 3ν) (χ + γί) (1 — 3ί) (χ -γΐ)-5 = 

= χ 2 - 3γ 2 - 2χ + 6γ - 5 + 4χγϊ. 

Για να είναι ο αριθμός 2ζ 2 - ΙζΙ 2 - (1 + 3ί)ζ - (I - 3ί)ζ - 5 φανταστικός πρέπει 
και αρκεί να έχουμε 
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χ ζ - 3γ 2 - 2χ + 6γ - 5 = 0 (Σ) 

Η συνθήκη (Σ) γράφεται (χ - 1 ) 2 - 3(γ — 1 ) 2 = 3 

δηλαδή &Γ — (υ — 1 ) 2 = 1 και παριστάνει 

2 

υπερβολή με εξίο .η *— Υ 2 = 1 σε σύστημα 

αναφοράς Ο'ΧΥ με αρχή 0'(1,1) και άξονες 
Χ'Χ,ΥΎ παράλληλους και ομόροπονς προς 
τους χ'χ και γ'γ. 



ΘΕΜΑ 117 

θεωρούμε τους ι ■<)«» >ύς αριθμούς ζ ΐ5 ζ 2 , *3 τέτοιους ώστε να είναι 
|Ζ|Ζ 2 + ζ 2 ζ 3 + Ζ 3 Ζ 1 , «ι |ζ,ζ 2 ζ,| = β όπου α, β> 0 . 

Να δείξετε ότι υπάρχει ανάμεσα τους τουλάχιστον ένας, έστω ζ*, τέτοιος 

* \ Α 

α 

(Κ.Μ.Ε.Τ. 1981 ΒαΙΐηεΐυ} 


ώστε να είναι 


ΛΥΣΗ 

Έχουμε α _ Ι ζ ι ζ 2 + 2 2 2 3 + ζ 3 ζ ιΙ _ 


|ζ,ζ 2 ζ,| 


Ζ]^ + Ζ,Ζ, + Ζ^Ζ| 


ζ,ζ^ 


άρα και - = 

β 


Ζ | ζ 2 Ζ Λ 

1 . 1 . 1 
— + — + — 


< +-1-+-Ϊ-Γ οπότε έχουμε επίσης 

Μ Ι ζ ζΙ Ν 


Είναι όμως 

Ζ| Ζ 2 

( 2) 

Ν \4 Ρ 

Είναι φανερό ότι ένας τουλάχιστον από τους προσθετέους 

είναι ^ —, διότι αλλοιώς το άθροισμα αυτών θα ήταν αυστηρά 

Ν Ν Ν 3Ρ 

μικρότερο του — = - .Έστω ότι είναι λοιπόν 5 —. Τότε για τον αριθμό 

3β β Ν 30 

ζ Χ θα έχουμε επίσης |ζ Κ | < . 

α 

















ΙΟΙ 


ΘΕΜΑ 118 

Αν για τους πραγματικούς αριθμούς α,,α 2 , β|, 0 2 ισχύει 
αι + βι = α 2 + 02 = Α και αιβι > α 20 2 
να δείξετε ότι για κάθε μιγαδικό αριθμό ζ, θα είναι 

|ζ + «ι| + (ζ + 0 ι| < |ζ + α 2 | + |ζ + 02 | ( 1 ) 

ΛΥΣΗ 

Το τετράγωνο τοί' πρώτου μέλους της (1) 
είναι ίσο με 

Ε| = Ιζ + 0 |Ι 2 + Ιζ + 0] I 2 + 2Ι(ζ + Ο)) (ζ + 0|)Ι 

= Ιζ + α ( Ι 2 + Ιζ + β|Ι 2 + 21ζ 2 + (α, + 0,)ζ + Ο|0| I 

1 — 2 — 2 
Όμως Ιζ·κ»|Ι =(ζ+α,)(ζ+α|)=ΙζΓ+(ζ+ζ )α ,+α, 

και Ιζ+0,Γ=ΙζΓ+(ζ+ζ)0|+0ϊ οπότε 

Ιζ-κι,Γ + Ιζ+0,Γ - 2ΙζΓ + (ζ + ζ)Α + α, + 0, 

2 2 2 2 

καιεπειδή +0* = (α, + β,)*- 2α,β| = Α’- 2α,0, θα είναι τελικά 

Ε, — 2|ζ|' +(ζ + ζ)Α + Α” — 2α,0, + 2|ζ" + Αζ + αι0|| 

Όμοια το τετράγωνο του Λεύτερου μέλους της (I), αποδεικνύεται ίσο με 

Ε, = 2|ζ|'+(ζ+ ζ)Α + Α*-2α^ 2 + 2|ζ' + Αζ + α^ϊ 2 | 

Διαγράφοντας τους κοινούς προσθετέτους των Ε ( , Ε 3 , θα δείξουμε ότι είναι 
Ιζ 2 + Αζ + 0)0(1 - Ιζ 2 + Αζ + α^Ι ^ α ( 0, - αιβι 
Σύμφωνα όμως με τη γνωστή ανισότητα !νν ; Ι - Ι\ν 2 Ι ί Ιν/, - \ν 2 Ι έχουμε 
Ιζ 2 + Αζ + α,0ιΙ - Ιζ 2 + Αζ + α^Ι < Ι(ζ 2 + Αζ + α,β]) - (ζ 2 + Αζ + α202)Ι 
δηλαδή Ιζ 2 + Αζ + α^Ι - Ιζ 2 + Αζ + α^Ι ί Ια^] - α^Ι = α,0, - α 2 02 
και το ζητούμενο έχει αποδειχθεί. 


Παρουσιάζοντας το κοινό μέ¬ 
ρος των δύο μελών της (1) και 
διαγράφοντας τούτο, αναγόμαστε 
στην απόδειξη ανισότητας πιο 
απλής μορφής. Το κοινό μέρος 
τούτο παρουσιάζεται ευκολότερα 
αν υψώσουμε και τα δύο μέλη της 
ζητούμενης στο τετράγωνο. 


ΘΕΜΑ 119 

Έστω Α, Β, Γ τα αντίστοιχα σημεία στο μιγαδικό επίπεδο των αριθ¬ 
μών ζ ( , ζ 2 , ζ 3 ε <£ 

α) Να δείξετε ότι είναι ζι(ζ 2 -ζ 3 )+ζ 2 (ζ 3 -ζι)+ζ 3 (ζ ι -ζ 2 ) = (ζ!—ζ 2 )(ζι—ζ( ζγ—^ 3 ) 
0) Να δείξετε ότι (ΑΒ) (ΒΓ) (ΓΑ) 5 (0Α) 2 (ΒΓ) + (0Β) 2 <ΓΑ) + (ΟΓ) 2 (ΑΒ) 
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ΛΥΣΗ 

ο) Είναι Ζ?(Ζ2-Ζ 3 )+ζ!(Ζ3-Ζ[)+Ζ3( 2 Ι -ζ 2) = 

= (Ζ?Ζ 2 - Ζ 2 Ζ|) - ζ 3 (ζΓ - ζΐ) + ζ|(ζ, - ζ 2 ) = 

= Ζ,Ζ 2 (Ζ, - Ζ 2 ) - Ζ 3 (ζ? - ζ|) + Ζ 3 (Ζ| - ζ 2 ) = 

= (Ζ| - Ζ 2 ) (Ζ|Ζ 2 - Ζ 3 Ζ, - ζ 3 ζ 2 + ζ 3 ) - 
= (ζ, - ζ 2 ) [ζ,(ζ 2 - ζ 3 ) - ζ 3 (ζ 2 - ζ 3 )] = 

= (Ζι - Ζ 2 ) (ζ, - ζ 3 ) (ζ 2 - ζ 3 ). 

β) Θα είναι προφανώς 

ΙΖ| - ζ 2 Ι >Ζ| - ζ 3 Ι Ιζ 2 - ζ 3 Ι < Ιζ,Ι 2 Ιζ 2 - ζ 3 Ι + Ιζ 2 Ι 2 Ιζι - ζ 3 Ι + Ιζ 3 Ι 2 Ιζ; - ζ 2 Ι 

Οπότε (ΑΒ) <ΑΓ) (ΒΓ) < (ΟΑ) 2 (ΒΓ) + (ΟΒ) 2 (ΑΓ) + (ΟΓ) 2 (ΑΒ). 

ΘΕΜΑ 120 

α) Αν Ζι, ζ 2 , ζ 3 ε Φ. να δείξετε ότι θα είναι 
Ζ,(Ζ 2 - Ζ 3 ) + Ζ 2 (Ζ 3 - Ζ,) + Ζ 3 (Ζ, - ζ 2 ) = 0 
β) Για τα αντίστοιχα σημεία Α(Ζ|), Βίζ 2 ), Γ(ζ 3 ) του μιγαδικοΰ επίπεδον 
να δείξετε ότι θα είναι και (ΟΒ) (ΑΓ) < (ΟΑ) (ΒΓ) + (ΟΓ) (ΑΒ). 

ΛΥΣΗ 



α) ζ,(ζ 2 - ζ 3 ) + ζ 2 (ζ 3 - ζ,) + ζ 3 (Ζ) - ζ 2 ) - 

= Ζ|Ζ 2 - Ζ|Ζ 3 + Ζ 2 Ζ 3 - Ζ 2 Ζ| + Ζ 3 Ζ| - ζ 3 ζ 2 = 0 

β) Είναι ζ 2 (ζ 3 - ζ ( ) = —Ζ)ίζ 2 - ζ 3 ) - ζ 3 (ζ, - ζ 2 ) 
Άρα Ιζ 2 Ι Ιζ 3 - Ζ|Ι < Ιζ,Ι Ιζ 2 - ζ 3 1 + Ιζ 3 Ι Ιζ, - ζ 2 Ι 
. Οπότε (ΟΒ) (ΑΓ) £ (ΟΑ) (ΒΓ) + (ΟΓ) (ΑΒ). 
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ΘΕΜΑ 121 

Αν για τους μιγαδικούς αριθμούς ζ 2 , ζ 3 ισχύουν οι σχέσεις 
(ζ, - ζ 2 ) 2 + (ζ, - ζ 3 ) 2 + (ζ 2 - ζ 3 ) 2 = ο, |Ζ)| = Ιζχ] = |ζ 3 | = I και 
[ζι + ζ 2 + ζ 3 | Φ 3 να δείξετε ότι 
ί) (Ζι + Ζ 2 + Ζ 3 ) 2 = 3(Ζ 3 Ζ 2 + ζ,ζ 3 + ζ 2 ζ 3 ) 

Η) Ζ| + ζ 2 + ζ 3 = 0. 

ΛΥΣΗ 

ί) Έχουμε (ζ, - ζ 2 ) 2 + (ζ, - ζ 3 ) 2 + (ζ 2 - ζ 3 ) 2 = 0 <=> 

2 2 2 2 2 2 
<=>ζ, + ζ 2 - 2 ζ,ζ 2 + ζ] + ζ 3 - 2ζ ι ζ 1 + ζ 2 + ζ 3 - 2ζ2Ζ 3 = 0 

2 2 2 

<=>2(ζ, +ζ 2 + ζ 3 -ζ ι ζ 2 -ζ,ζ 3 -ζ 2 ζ 3 ) = 0 

2 2*2 " 

<=> ζ, + ζ 2 + ζ 3 - ζ,ζ 2 - ζ,ζ 3 - ζ,ζ 3 = 0 

<=>ζϊ + ζ\ + ζ 3 + 2 ζ,ζ 2 + 2ζ,ζ 3 + 2ζ ! ζ 3 - 3ζ,ζ 2 + 3ζ,ζ 3 + 3ζ 2 ζ 3 

<=> (ζ, + ζ 2 + ζ^' = 3(ζ,ζ 2 + ζ,ζ, + ζ,ζ 3 ) 


ίί) Αρκεί να δείξουμε ότι (Ζ| + ζ 2 + ζ 3 Ι - 0. Έχουμε 


2 2 ίιϊ 
Ιζ, + ζ 2 + ζ,Γ - 1(ζ, + ζ, + ζ·,) I = Ι3{Ζ[Ζ 2 + ζ,ζ 3 + ζ^)! = 

, „ Ιζ,ζ, + ζ.ζ,+ ζ,ζ,Ι 

= 31ζ,ζ, + ζ.ζ·, + ζ,ζ,Ι = 3 —!-=———— - 
1 * 13 - Ιζ,Ι Ιζ,Ι Ιζ 3 Ι 

_ 3 Ιζ,ζ, + ζ,ζ^ ζ,ζ,Ι _ ? 

Ιζ,ζ,ζ,Ι 


Ζ,Ζ 2 + Ζ|Ζ 3 + ζ,ζ 3 

- 3 

1+1+1 

Ζ 1*2*3 


ζ 3 ζ, ζ, 


Όμως ισχύει Ιζ,Ι = 1 <=>Ιζ.Γ= 1 <=>ζ,ζ, = I <=>ζ, =-- και με τον ίδιο τρόπο 


δείχνουν ότι ζ 2 = — και ζ 3 = 1 


Επομένως 3 


1 + 1+1 


Η 

= 3| ζ 3 + ζ, + ζ,| = 3 |ζ 3 + ζ, + ζ,| = 3|ζ_, + ζ, + ζ,| 

|* 3 Ζ Ι 

Δηλαδή |ζ, + ζ 2 + ζ,|' = 3|ζ, +ζ, + ζ,| <=>| ζ, + ζ, + ζ,|{|ζ ( +ζ,+ζ,| -3) = 0 

Είναι όμιος ΙΖ[ + ζ 2 + ζ 3 Ι * 3, οπότε σι^ιπεραίνονμε ότι |Ζ| + ζ 2 + ζ 3 Ι = 0, 
που είναι η ζητούμενη σχέση. 
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ΘΕΜΑ 122 

Αν ζ = α + βί όπου α, β πραγματικοί και τέτοιοι ώστε να είναι 
-6— = 1, όπου 0 < θ < - 

2 2 7 

συνθ ημ θ 

να δείξετε ότι θα είναι και |ζ| 2 + |ζ 2 -1| = συν2θ. 

(Αντίστοιχη θεωρία Μιγαόικοί αριθμοί * αναλυτική γεωμετρία) 


ΛΥΣΗ 

α 2 β 2 

Από την υπόθεση -— -**— = 1 συμπε- 

συν θ ημ'θ 

ραίνουμε ότι το σημείο Μ(α, β) (αντίστοιχο του 
μιγάόος ζ = α + βΐ) είναι σημείο της υπερβολής 
2 2 

με εξίσωση ——-= 1. 

συν"θ ημ'θ 

Η υπερβολή αυτή έχει εστίες τα σημεία Ε,(1, 0) 
και ΕζΗ, 0), αφού είναι γ 2 = σνν^θ + ημ 2 θ = 1 
οπότε και γ= 1. Τα σημεία Ε,^ αντιστοιχούν 
στους αριθμούς ζ, = 1 + Οι = 1 και ζ 2 =-1 + 0ΐ=—1. 
Παρατηρούμε επίσης, ότι το σημείο Μ(α, β), θα 
έχει, σαν σημείο της παραπάνω υπερβολής, την 
κοινή γεωμετρική ιδιότητα όλων των σημείων αυ¬ 
τής της καμπύλης. Θα έχουμε λοιπόν 
ΙΜΕ 2 - ΜΕ|Ι = 2συνθ 

Είναι όμως 

(ΜΕ 2 ) = Ιζ -(-1)1 = Ιζ + II και (ΜΕ,) = Ιζ - II. 
Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι θα είναι 
ΙΙζ + II-Ιζ - III = 2συνθ 
άρα και ΙΙζ + II - Ιζ - 1II 2 - 4συν 2 θ 
Σύμφωνα όμως με τον γνωστό κανόνα του 
παρ/μμου είναι 

Ιζ+ 1Ι 2 + Ιζ- 1Ι 2 = 2 ΙζΙ 2 + 2 
και η τελευταία σχέση γίνεται 2ΙζΙ 2 + 2 - 21ζ 2 -11 = 4συν 2 θ 
οπότε έχουμε και ΙζΙ 2 — Ιζ 2 —11= 2σι , ν 2 θ - 1 - συν2θ. 


• Μ,(ζ,) Μ 2 (ζ 2 ) 

• ■ 

Η απόσταση (Μ]Μ 2 ) δύο 
σημείων του μιγαόικού επιπέ¬ 
δου. είναι ίση με Ιζ, - ζ 2 Ι, όπου 
ζ,, ζ 2 οι (.αγάδες που αντιστοι¬ 
χούν στα σημεία αυτά. 

• Κανόνας του παραλληλό¬ 
γραμμου \ ■ 

Για οποιουσδήποτε μιγαδικούς 
αριθμούς ζ,, ζ 2 ισχίιει 
Ιζ,+ζ 2 1 2 +1ζ]-ζ 2 1 2 =2(1ζι Ι 2 +Ιζ 2 Ι 2 ) 
(Για τη σημασία και τη χρησι¬ 
μότητα της ταυτότητας αυτής 
αναφεροηιε στα προηγούμενα). 
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• Σχόλιο. Οι εξισώσεις βασικών καμπύλων έχουν αποδειχτεί στην αναλυτική γε¬ 
ωμετρία, σαν ισοδύναμες εκφράσεις της κοινής ιδιότητας (γευηιετρικής) των ση¬ 
μείων των καμπύλών τούτων. Μπορούμε λοιπόν να βεβαιώσουμε ότι για το αντί¬ 
στοιχο σημείο του μιγάδος ζ = α + βϊ (α, β ε ΙΚ) ισχύει η γεωμετρική συνθήκη 
που καθορίζει την καμπύλη, άρα τα α, β να επαληθεύουν την εξίσιοσή της, και 
αντίστροφα. 

ΘΕΜΑ 123 

θεωρούμε τον μιγαδικό αριθμό ζ = α + βΐ όπου α, β ε |Κ και τέτοιος 
ώστε να είναι 

-5—+-ί—=ι ίθ<θ<") (1) 

συν 2 ® ν 2 θ I 4 > 

Να δείξετε ότι θα έχουμε επίσης και |ζ| 2 + |ζ 2 - συν2θ| = 1. 

ΛΥΣΗ 

Απάτην (1) συμπεραίνουμε ότι το σημείο Μ(α, β) που αντιστοιχεί στον αριθ- 

2 2 

μό ζ = α + βΐ είναι σημείο της έλλειψης (γ) με εξίσωση -- Χ ,- + = 1 

συν'θ ημ θ 

Θα έχει λοιπόν το Μ τη γεωμετρική ιδιότητα 

που χαρακτηρίζει τα σημεία αυτής της έλλειψης, 

θα είναι δηλαδή (ΜΕ]) + (ΜΕ 2 ) = 2συνθ (2) 

όπου (ΜΕ|), (ΜΕ 2 ) οι αποστάσεις του Μ από 

τις εστίες της έλλειψης. Παρατηρούμε ότι είναι 

συνθ > ημθ > 0, αφού 0 < Η < —, άρα λοιπόν 

4 

η έλλειψη έχει μεγάλο ημιάξονα ίσο με συνθ και 
εστίες τα σημεία Ε,(γ, 0), Εοί-γ, 0) με 

γ 2 - συν 2 θ - ημ 2 θ = συν2θ και 0 < γ = Υαυν2θ . Οι αντίστοιχοι μιγάδες τοιν 
εστιών Ε|,Ε 2 είναι λοιπόν ζ, = Υσϋν2θ , ζ 2 = -Υσϋν2θ και έχουμε. 

(ΜΕ,) = |ζ-Vσυν2θ|, (ΜΕ 2 ) = |ζ + Υσϋν2θ|. 

Η (2) γίνεται |ζ - Υσυν2θ| +|ζ + Υ συν2θ | - 2συνθ. 

Υψώνουμε τα μέλη της τελευταίας στο τετράγωνο και παίρνουμε 

|ζ - νσϋν2θ |" +|ζ + Υσυν2θ |’ + 2|ζ' - συν2θ| = 4συν'θ. 
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Είναι όμως |ζ - ^αϋν2θ| '+|ζ + Υ συν2θ |’ = 2| ζ| 2 + 2συν2θ και η τελευταία σχέση 

γίνεται 2ΙζΙ 2 + 2συν2θ + 21ζ 2 - σνν2ΘΙ = 4σι*ν 2 θ = 2(1+ συν2θ) 

Άρα λοιπόν είναι και ΙζΙ 2 + συν2θ + Ιζ 2 - συν2ΘΙ - 1 + συνθ και τελική 
ΙζΙ 2 + Ιζ 2 - συν2ΘΙ = 1. 


ΘΕΜΑ 124 

Έστω ζ και >ν μιγαόικοί αριθμοί, τέτοιοι ώστε να έχουμε 

2εφθ(ζ 2 + ζ )-(ζ~ζ) + 4ιν|ζΓ~4ειρθ(1-ε<ρ6)ΐ = 0 (1) 

όπου είναι 0 < θ < —. 

4 

α) Να δείξετε ότι είναι Κε(\ν) < 0 και Ιιη(ιν) > 0, Να δείξετε κατόπιν, 

ότι αν είναι Αι·§(νν) = —, τότε το αντίστοιχο σημείο Μ(ζ) στο μι- 

4 

γαδικό επίπεδο, είναι σημείο της έλλειψης με εξίσωση 
2 2 

Χ +-*-=! 

1 - εφθ εφθ 

β) Έστω τώρα ότι είναι - < ε φθ < 1. Να δείξετε ότι θα ισχύει η σχέση 

2 

]ζ| 2 + [ζ 2 + 2εφθ - 1| = 2 


ΛΥΣΗ 


α) Θέτουμε ζ = X + ιγ, νν = α + ίυ 
(χ, γ, ιι, υ € ΙΚ) και έχουμε 
ζ 2 + ζ 2 = 2(χ 2 -χ 2 ), ζ-ζ = 2ϊγ 
και η (1) γίνεται 
4εφθ(χ 2 - γ 2 ) + 4γ 2 +4(υ+ίυ)ΙζΙ 2 - 
4εφθ( 1-εφθ)ΐ = 0 εξισώνουμε με 
το 0, το πραγματικό και το φα¬ 
νταστικό μέρος και παίρνουμε 
4εφθ(χ 2 - χ 2 ) + 4)τ + 4ο ΙζΙ 2 = 0 
και 4υΙζ1 2 - 4εφθ( I - εφθ) - 0 και 

χ 2 εφθ+( 1-εφθ)γ'=-οΙζΙ 2 (2) 
εφθ(Ι-εφθ)=υΙζΓ (3) 
Συμπεραίνουμε από την (3) ότι θα 
είναι υΙζΙ 2 > 0, (αφού 0<εφθ<1), οπό¬ 
τε θα είναι και ζ * 0 και υ > 0. 


ι Γράφουμε τους μιγάδες ζ και \ν σηι μορφή 
ζ=χ + ίγ. \ν = ιι + ίιι (μεχ, ο, ιέ ΙΚ) και ανα¬ 
γόμαστε στ πρόβλημα αναλιπικής γειομετρίας, 



V \ν = Ιϊ + 1Γ 

* υ 

3η 

Ο 

ϋ 



Γ 


ια τα σημεία της ημιευθείας Ατ§(\ν) = — 

4 

ίίναι \ν = α + ίυ με θ + υ = 0, ιι < 0, υ > 0 
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Λόγω και της (2) θα είναι τότε και -ιιΙζΙ 2 > 0 οπότε ιι < 0. 

Έστω τώρα ότι Ατ§(\ν) = ~ π -. Θα είναι τότε υ = -ιι. 

4 

Αφαιρούμε τις (2) και (3) κατά μέλη και 
παίρνουμε 

χ 2 εφθ + γ 2 ( 1 - εφθ) = εφθ( 1 - εφθ) 

2 2 

και τελικά —-— + = 1 

Ι-εφθ εφθ 

β) Έστω ότι είναι * < εφθ < 1. Είναι τότε 

εφθ > 1 - εφθ. Η έλλειψη έχει εστίες στον φα¬ 
νταστικό άξονα γ'γ, τα σημεία Ε,. Ε, των 
μιγάόων Ζ, = γί, ζ 2 = -γί με 

γ 2 = εφθ - (1 - εφθ) - 2εφθ - 1. Εφ' όσον λοιπόν το σημείο Μ(ζ) είναι ση¬ 
μείο αυτής της έλλειψης, θα είναι 

ι^— Τ' ί I 2 2Ϊ 

|ζ - γϊ| + |ζ + γϊ| = 2Υεφθ, οπότε |ζ-γΐ|*+|ζ + γί|' + 2|ε' + γ| = 4εφθ 

Είναι όμως |ζ - γί|' +|ζ + γί| = 2|ζ| + 2]γ|* και έχουμε 
2|ζ[“ + 2γ' + 2(ζ' + γ*| = 4εφθ. 

Η τελευταία γίνεται |ζ|’ + |ζ’ + 2εφθ - 11 = 2. 

ΘΕΜΑ 125 

Να βρείτε το σύνολο των σημείων του μιγαδικού επιπέδου που είναι 
εικόνες των μιγαδικών ζ για τους οποίους ισχύει 




• Για τα σημεία Μ της έλλει- 
ψιΐς είναι 

(ΜΕ,) + (ΜΕ,) = 2Υεφθ 


ΛΥΣΗ 

Θέτουμε ζ = χ + γί οπότε έχουμε 

ζ + 2 _ (χ + 2) + γί ___[(χ 2) + γί] [(χ + 2) - (γ + I )ΐ] _ 

ζ + 2 + ί (χ + 2) + (γ+1)ί [(χ + 2) + (γ+1)ΐ] [(χ + 2)-(γ+1)ί] 
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_ (χ' + γ' 4 - 4χ + γ + 4) + (-χ - 2)ΐ _ χ~ + γ~ + 4χ + γ + 4 -χ -2 | 

(χ + 2) 2 +(γ+1) 2 (χ + 2) 3 +(γ+1) 2 (χ + 2) 2 + (γ + I ) 2 

Ό*ιως Αγ§( - ζ -^- ί = ^ δηλαδή Κ 6 ( - ζ .± - 2 - 1 = 0 καί Ιιηί— ^- 2 1<0. 

’ Ιζ + 2 + ί/ 2 ιζ + 2 + ί / \ζ + 2 + ί/ 

Ισοδύναμα χ 2 + γ 2 + 4χ + γ + 4 = 0 και -χ-2<0 
Δηλαδή χ 2 + γ 2 + 4χ + γ + 4 = 0 και χ > -2 
Όμως Α 2 + Β 2 -4Γ= 16+1-16= I >0. 

Ώστε οι εικόνες των μιγαδικών ζ είναι τα σημεία 

του κύκλου (ΐε κέντρο κ|-2, -και ακτίνα 
ρ = -, τα οποία έχουν τετμημένη μεγαλύτερη του -2. 


γ· 

-2 0 


/- ΙΛ. 

ί X 

2 

ν£7 


ΘΕΜΑ 126 

Να βρείτε τον μιγαδικό αριθμό ζ για τον οποίο ισχύουν 

|ζ| = {5\ζ + 2| = \^5 (1) και Αγ§|— ϊ—) = Αγ§(ζ) + (2) 

\ζ + 2/ 2 


ΛΥΣΗ 

Έχουμε 


τ I 171 

1 = . 1 1 . το οποίο λόγω της (1) είναι ίσο με ΙζΙ. 
ζ + 2| |ζ + 2] 


Οπότε από την (2) συ^ιπεραίνουμε ότι -Λ- = ζ ί. Όμιος ζ * 0, διότι |ζ| - ΥΤ. 

ζ + 2 

Αρα —!— = ί δηλαδή (ζ + 2)ί = 1. Θέτουμε ζ = X + γί οπότε παίρνουμε 
ζ + 2 

(χ + γί + 2)ί = 1 δηλαδή -γ + (χ + 2)ί = 1 + Οι. Δηλαδή γ = -1 και χ = -2. 
Αρα ζ = -2 - ϊ. Είναι φανερό ότι ο αριθμός ζ = -2 - ί επαληθεύει την (1). 
Εξετάζουμε αν επαληθεύει την (2). 

Είναι Αη»^.) = Αγ£ | ~—~* | = Αγ§ [(-2 — ϊ)ΐ]. Όμως 
π < Αγ§(- 2 — ΐ) < ~. Συνεπώς Αγ£ [(-2 - ϊ) ϊ ] = Αγ§(-2 - ί) + ~ = Αγ§{ζ) + ^ 
Ώστε ο ζητούμενος μιγαδικός αριθμός είναι ο ζ = -2 - ί. 
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ΘΕΜΑ 127 

Έστω η συνάρτηση Μ θ’ -> <Ρ με Μζ) - Ιη|ζ| + ίΑΓ@(ζ) 
ΐ) Αν η εικόνα του ζ, στο μιγαδικό επίπεδο, κινείται σε ημιευθεία με 
αρχή την αρχή των αξόνων να δείξετε ότι η εικόνα του Μζ) κινεί¬ 
ται σε ευθεία παράλληλη στον χ'χ. 

ίί) Αν η εικόνα του νν = πΐ + ζ - Μζ), στο μιγαδικό επίπεδο, κινείται 
στον χ'χ και Ιιη(ζ)*-π να δείξετε ότι η εικόνα του ζ κινείται στο 
εσωτερικό της λωρίδας που ορίζουν οι ευθείες ε: χ = π και ε': χ = -π. 

ΛΥΣΗ 

ΐ) Η εικόνα του ζ Ψ 0 κινείται σε ημιευθεία με αρχή την αρχή τοιν αξόνων αν 
και μόνο αν υπάρχει Η ε [0,2π) τέτοιο ώστε Αγ§ζ = θ. 

Αρα Μζ) - ΙπΙζΙ + ιΑγ§(ζ) = ΙπΙζΙ + ϊθ. 

Συνεπώς η εικόνα του Μζ) «το μιγαδικό επίπεδο κινείται στην ευθεία με εξί¬ 
σωση γ = θ. 

• Σχόλιο. Επειδή το σύνολο τιμών της ΙπΙζΙ είναι το !Κ προκύπτει ότι η ευ¬ 
θεία γ = θ είναι και ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων του Μζ). 

Η) Έστω ζ = χ + χϊ με χ, γ σ ΙΚ. Οπότε 
\ν=πί + ζ~ Μζ)=πϊ + χ + γι - ΙπΙζΙ - ΐ Αγ§(ζ)= 

= (χ - 1η V χ + γ')+(π + γ - Αγ$(ζ) )ΐ. 

Η εικόνα του \ν στο μιγαδικό επίπεδο κι¬ 
νείται στον χ'χ αν και μόνο αν »ε ΙΚ δη¬ 
λαδή Ιιυ(\ν) = 0 δηλαδή π + γ - Αγ§(ζ) = 0 
οπότε γ = Ατβ(ζ) - π. 

Όμως 0 < Ατ§(ζ) < 2π άρα -π < ΑΓ§(ζ)-π<π 

Επίσης είναι γ = Ιιη(ζ) * -π. Ώστε η εικόνα του ζ στο μιγαδικό επίπεδο κι¬ 
νείται στο εσωτερικό της λωρίδας που ορίζουν οι ευθείες γ = -π και γ = π. 


Υ· 

1=1 

II 

•Μίζ) 


Ο 

X 


£ 

1 

II 

>1 


ΘΕΜΑ 128 

Να βρεθεί ο μιγαδικός αριθμός ζ με το μικρότερο πρωτεύον όρισμα 
που ικανοποιεί την ισότητα |ζ - I - 2ϊ| = 1. 
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ΛΥΣΗ 


Ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων των ζ στο 
μιγοδικό επίπεδο που ικανοποιούν την ισότητα 
Ιζ - ( I + 2ί)Ι - 1 είναι ο κύκλος με κέντρο την ει¬ 
κόνα τον 1 + 2ί που είναι το σημείο Κ(1,2) και 
ακτίνα ρ = 1 δηλαδή ο: (χ - I) 2 + (γ-2) 2 = 1. 
Ο μιγαδικός με το μικρότερο πρωτεύον όρισμα 
πον η εικόνα τον είναι σημείο τον παραπάνω κύ¬ 
κλον ανήκει και στην εφαπτομένη αντού Οζ,Έστω 
λοιπόν Μ(Χ!, γ,) το ζητούμενο σημείο επαφής. 



Η εφαπτομένη του κύκλου στο Μ έχει εξίσωση (χ - 1 )(χ ι - 1 )+(γ - 2)(γι - 2) = 1 
και επειδή διέρχεται από το οηιιείο 0(0,0) βρίσκουμε Χ| + 2γι = 4 (1) 

Όμως το Μ(χ,, γ,) ανήκει και στον κύκλο ο: (χ - 1 ) Ζ + (γ - 2) 2 = I δηλαδή 
(χ.-1) 2 + (Υ.-2) 2 =1 (2). 


Τελικά βρίσκουμε 



Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι ο ζητούμενος μιγαδικός 


είναι ο ζ = - + 
5 



• Παρατήρηση Λύνοντας το σύστημα των (1), (2) βρίσκουμε και το σημείο 
Λ(0,2). Ο αντίστοιχος μιγαδικός 0 + 2ϊ = 2ί είναι εκείνος με το ιιεγαλύτερο πρω¬ 


τεύον όρισμα που ικανοποιεί την ισότητα Ιζ - I - 2ίΙ = 1. 


ΘΕΜΑ 129 

θεωρούμε τους μιγαδικονς αριθμούς % και τν, για τους οποίους ισχύει 
η σχέση 

1Τ _ Κε(ζ)+ 3Ιιη(ζ)-ί (1 ) 

2 + ι 


είναι δε Αγβ(ζ) = β, όπου θσταθ. με 0<θ< 


π 

"*— · 

2 


α) Έστω ότι ο ζ μεταβάλλεται έτσι ώστε να είναι Αγ£(ζ) = θ. Να βρεί¬ 
τε τον γεωμετρικό τόπο του αντίστοιχου σημείου Ρ(ζ) στο μιγαδικό 
επίπεδο. 

β) Να δείξετε ότι το αντίστοιχο σημείο Μ(ν) κείται σε σταθερή ημι- 
ευθεία την οποία και να καθορίσετε. 
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ΛΥΣΗ 


ο) Θέτουμε ζ = χ + γί και ΙζΙ = ρ θα είναι τότε 
ζ = ρ(συνθ + ϊημθ). 

Βρίσκουμε ότι χ = ρσυνθ, γ = ρημθ οπότε 
χημθ = γσυνθ με χ, γ > 0. Το αντίστοιχο ση¬ 
μείο Ρ(ζ) κινείται στην ημιευθεία (ε) με εξί¬ 
σωση χημθ - γσυνθ = 0, όταν το ρ μεταβάλ¬ 
λεται στο διάστημα (0, +°°). 

β) Έχουμε \ν = Χ+3 £± -1 (χ+3γ-ΐ)(2-ί) 

2+ΐ 5 


Οπότε ιν = ^ [2(χ+3γ)+1-(χ+3γ+2)ί] 

Βρίσκουμε λοιπόν ότι 

υ=Κε(\ν) = | (χ+3γ) +1 

ι ο 

και υ = Ιηι(\ν) = - — (χ+3γ) - - 


και τελικά υ = ^ (σι>νθ+3ημ0) + - 
5 5 

υ = - £ (συνθ+3ημθ) -1. 



υ - 

• 

Ο υ 

1 :ν- 
10 

...α-ΐ) 

Μ 


ι 2 

Για 0 < ρ < -Η» τα υ, υ παίρνουν τιμές στα διασττηιατα ιι > — και υ < - ^ 


και είναι ιι + 3υ = - —. Το σημείο Μ(υ. υ) που αντιστοιχεί στον μιγαδικό 


\ν είναι σημείο της ευθείας (η) με εξίσωση ιι + 2υ = - |· και κινείται στην 

1 2 

ημιευθεία που ορίζεται από τις συνθήκες υ > -*, ι><-—. 


ΘΕΜΑ 130 

Να βρεθούν οι αριθμοί ζ € <Ρ και ν € ΙΝ*, έτσι ώστε να είναι 

II * I V ν) ν*-5ν+10 Ίϊ Α 71 

|ζ| = 2, |ζ -2 ( = 2 και ^ < Αγ^ζ < — 
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ΛΥΣΗ 

Ο ζ γράφεται στη μορφή 

ζ = 2(σννθ + ίημθ) με θ = Αγ§ζ, δηλαδή με 

- < θ < π .Έχουμε τότε ζ ν = 2 ν (σι>ννθ + ίημνθ) 
4 2 

και η συνθήκη Ιζ ν - 2 ν Ι = 2 ν2 ' 5ν+1 ° γίνεται 
Ι2 ν (συννθ + ίημνθ) - 2 ν Ι = 2 ν2 - 5ν+ι ° δηλαδή 
Ισυννβ - 1 + Ιημνθ! = 2 ν2 “ 6ν+ι ° (1). 


• Η παρουσία της δύναμης ζ ν 
και τα δεδομένα για το μέτρο 
και το όρισμα του ζ μας προ¬ 
τρέπουν να αναζητήσουμε την 
τριγωνομετρική μορφή του ζ, 
να θέσουμε δηλαδή 
ζ = ρ(συνθ + ίημθ), (ρ = 2) 


Ομως συννθ - I + ίημνθ = 2ίημ συν ~ - 2ημ*= 

- 2ημ ~ |-ημ ^ + ίσυν και έχουμε (συννθ - ] + ίημνθ| = 2 


ημ 


νθ 


Η (!) γίνεται 2 

νθ 

ημ Λ 

2 

ν"-6ν+10 

=2 δηλαδη 

< 


2 


2 


_2 ν --6ν^_ 2 ^3) (2) 


Παρατηρούν τώρα ότι είναι ημ ~ 


< 1 και 2 <^ 3γ έ 2° = 1 


Η (2) επαληθεύεται τότε και μόνο, όταν είναι ν = 3. Αυτό σημαίνει ότι 


ημ 


1 και 1 


■ 2ημ’— = συν3θ = -1, Είναι όμως - < θ < -, 
2 4 2 


(η- 

οπότε — < 3Θ < —, άρα θα είναι και 3θ = π και θ = —. 

4 2 3 

Ο ζ λοιπόν είναι ο αριθμός ζ = 2 |συν 5- + ίημ = -1 + ϊ τ/Τ. 


ΘΕΜΑ 131 

Δίνπαι η Εξίσωση , ημ ^ζ-4„ μβ „ + 4 + = », Ι.(«|] 

και έστω IV! η εικόνα στο μιγαδικό επίπεδο εκείνης της ρίζας της που 
έχει φανταστικό μέρος αρνητικό. 

Να δείξετε ότι το Μ κινείται σε μία υπερβολή. 

ΛΥΣΗ 

Η εξίσωση είναι δευτέρου βαθμού ως προς ζ με 
Δ=16ημ 2 θ-4ημ 2 θ(4+9συν 2 θ)=16ημ 2 θ-!6ημ 2 Β-36ημ 2 θσι>ν 2 θ = -36ημ 2 θσυν 2 θ < 0 
Οι ρίζες της λοιπόν είναι: 
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_ 4ημθ ± V 36ημ 2 θσυν 2 θ ΐ _ 2 


2τμι 2 θ 


ημβ 


± 3(σφθ)ΐ = χ±γι 


όπου τέθηκε χ = ·ί~ και γ = 3σφθ. Άρα Μ ί—-, 3σ(ρθ) 
ημθ Ιημθ / 

2 1 I \ 7 I \ 2 

Ομως είναι I +σφ'θ=-!— δηλαδή 1 + Κ =(- . Οπότε παίρνουμε 

ημ-0 \3/ 12/ 

2 2 

τελικά 5—¥-=1 με χ>0 και γ>0 διότι 
2 2 3 2 


θε 


°·Ι)· 


2 2 


Άρα το Μ κινείται στην υπερβολή ο: — - ϊ_ = 1 


Λ Λ 

2 3 


και συγκεκριμένα στο τμήμα αυτής που βρίσκε¬ 
ται στο α' τεταρτημόριο. 


* 

% 

% 

1 

V 

* 

ν -2 

V 

/: 

: ο 

* 

* 

* 

** 

• 

* 

1 χτ 

\ X 

V 

ι 

4 

V 

% 

V 


ΘΕΜΑ 132 

Δίνεται η εξίσωση 

ζ 1 -2κ(ημθ)κ + κ ί (Ι + 3συν ί θ) = 0, «>0 και 0<θ< :ι 

2 

Έστω Μ η εικόνα στο μιγαδικό επίπεδο εκείνης της ρίζας της εξίσω¬ 
σης της οποίας το φανταστικό μέρος είναι θετικό. Να δείξετε ότι 
α) Αν το κ μεταβάλλεται και το θ είναι σταθερό τότε το Μ κινείται 
σε μία ευθεία. 

β) Αν το κ είναι σταθερό και το θ μεταβάλλεται τότε το Μ κινείται 
σε μία έλλειψη. 

ΛΥΣΗ 

Η εξίσωση είναι δευτέρου βαθμού ως προς ζ με 
Δ - 4κ 2 ημ 2 θ - 4κ 2 { 1 + 3συν 2 θ) =... = -16κ 2 συν 2 θ < 0 
Οι ρίζες της λοιπόν είναι 

Ζ ,^ 2κημΒ± 4x0^1 = >ημ( , ± 2ιί0ιΜ) , 

2 
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Αρα η ρίζα με φανταστικό μέρος θετικός είναι η ζ ( = κημθ + 2κσι*νθί 
,π) 


|διότι κ > 0 και 0 < θ < ^ 


α)'Εστω Μ(χ,γ) η εικόνα του ζ { στομιγαδικό 
επίπεδο. Οπότε 


χ - κημθ 
γ = 2κσυνθ 


ίχ = Λ- 

ημθ 

= 2κσυνθ 


Αρα γ = 2 —σι»νθ οπότε γ=2σφθχ 

Δηλαδή το σημείο Μ κινείται στην ευθεία 
ε: γ = 2σφθχ (και συγκεκριμένα στην αντί¬ 


Υ· 

ο 

ι 

Α) 

/μ(ζ) 

* 

* 

* 

* 

* 

* 

* 

* 

• 

* 

• 

• 

* 

* 

Κ 


στοιχη ημιευθεία που βρίσκεται στο α' τεταρτημόριο διότι χ = κημθ > 0 και 
γ = 2κσυνθ > 0). 

β) Έστω Μ(χ, γ) η εικόνα του ζ, στο μιγαδικό 
επίπεδο. Οπότε 


λ = κημθ 
,γ = 2κσυνθ 


- = ημθ 


= συνθ 
\2κ 


Αλλά ημ’θ + συν'θ = I οπότε —+ —^— 

2.2 
κ (2κ) 


= 1 


Υ 1 


ϊ 0 

1 

1 

ί 

V 

4 

V 

* 

**... 

: χ 

4 

• 

• 

* 

* 

Μ 

* 

/ 


Δηλαδή το σημείο Μ κινείται στην έλλειψη ο: — + ■ - I (και σνγχεκριμέ- 

χ (2κ) 2 

να στο τμήμα αυτής που βρίσκεται στο α' τεταρτημόριο διότι χ > 0 και ν > 0 1 . 


ΘΕΜΑ 133 

Δίνεται η εξίσωση ζ 2 - 4ε 2, ζ + (4β 4 * + β 2 ') = 0, ί ε ΙΚ και Μ,, \1 2 οι 
εικόνες των ριζών· της στο μιγαδικό επίπεδο. 

α) Να δείξετε ότι τα Μ ( , Μ 2 κινούνται σε παραβολή της οποίας να βρεί¬ 
τε την εξίσωση. 

β) Να βρείτε το I έτσι ώστε το τρίγωνο ΟΜιΜ 2 να είναι ορθγώνιο. 
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ΛΥΣΗ 


α) Η εξίσυκτη είναι δευτέρου βαθμού ως προς ζ 
με Δ = (4β 21 ) 2 - 4(4°* + β 2 ') = -4β 21 < 0 
Οι ρίζες της λοιπόν είναι: 



όπου τέθηκε χ = 2ε 2 ' και γ - β ι . Συμπεραί¬ 


νουμε ότι είναι γ~ = ί χ. 


Υ' 

, 

X / » 1 

X / ι 

γ I 

Ο 

\\ : χ 


Άρα τα σημεία Μ|(χ,γ) και Μ 2 (χ, -γ) κινούνται στην παραβολή ο: γ“ = 1χ. 

β) Παρατηρούμε ότι τα σημεία Μ,, Μ 2 είναι συμμετρικά ως προς τον χ 'χ. 
Συνεπώς το τρίγωνο ΟΜ]Μ 2 είναι ορθογώνιο αν και μόνο αν 

(όΜ 2 ,ΟΜ,) = — 


δηλαδή χ + γϊ = (χ -γΐ)ΐ <=>χ + γΐ = γ + χΐ»χ = γ 


Δηλαδή 2ε 2 ' = ε’ <=>ε = 1 ο ι = Ιη -<=> I = —1η2. 

2 2 

1 Σχόλιο. Θα μπορούσαμε να το αντιμετωπίσουμε υ>ς πρόβλημα διανυσματικού 
λογισμού 

2Τ 

.ΟΜ,-ΙΟΜ, δηλαδή ΟΜ, ΟΜ, = 0, όπου ΟΜ, = 


2ε 


χαι ΟΜ, = 


2ε 

I 

-Ο 


6 , 

2 * 2 1 2 

Οπότε έχουμε (2ε )*- (ε) =0 και ισοδύναμα 


βρίσκουμε τελικά I = -1η2. 


ΘΕΜΑ 134 


θεωρούμε την εξίσωση ι - (ε* + )ζ + 1 (β* + θ' 2 * ) = 0, όπου είναι 

Ι£0. 2 

α) Να δείξετε ότι η εξίσωση έχει δύο ρίζες ζ,. ζ 2 των οποίων τα αντί¬ 
στοιχα σημεία στο μιγαδικό επίπεδο, είναι σημεία του δεξιού κλά¬ 
δου της ισοσκελούς υπερβολής χ 2 - γ 2 = I. ► 
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► 


β) Να δείξετε ότι για κάθε μία ρίζα ζ της εξίσωσης, ισχύει η σχέση 

|ζ + ν2|-[ζ-ν2| = 2 


ΛΥΣΗ 


α) Η εξίσωση είναι δευτέρου βαθμού με 

Δ = (ο* + ε - ·) 2 - 2(β 21 + ο -21 ) = -(ε 1 - ε Η ) 2 < 0 
Οπότε οι ρίζες της δίνονται από τους τύπους 

_ _ο , +«'*±ϊν]Δί 

Ζ \2 - 2 - 

δηλαδή ζ η =ί±±^£=ϊ^ = χ±ιί 

όπου τέθηκε 


■ > VI 

<ν 

χ, + 

X * 

X * 

χ ■* 

X * 

\ * 

\ 

- ^****^ 1 % 

ν 

,·>■'/ 

^4(Μ(ϊ|) 

/ Λ 

/ ( ί\ χ 

' / 1 V ^ 

ΙΑ" ' 
Ε / Λ /Ό 

Μ * 

Μ Φ 

λΓ * 

+ * 

/ί 

Λ 

Λ 

Γ* 

% -1 1 _ ^ 

\ Α\ \ Ε 

\ 1 

\^(ζ 2 ) 

: 

* 


χ = — (ε' + ε^) και γ = — (ε'-ε '). Συμπεραίνουμε ότι είναι 
2 2 

2 2 I . ι -«.2 1 · , ι -«,2 , 

χ -γ =~<β +ε ) -Με ~ε ) = 1 
4 4 


Άρα λοιπόν τα σημεία των μιγάδων Ζ| = χ + γί και ζ 2 = χ - γί είναι σημεία 
της ισοσκελούς υπερβολής χ 2 - γ 2 = 1 και μάλιστα του δεξιού κλάδου της αφού 

είναι χ = ^-(ε' +ε"*)>0. Είναι επίσης > > 0, αφού I > 0 άρα η εικόνα της 

Ζ| βρίσκεται στο άνω και η εικόνα της ζ 2 στο κάτω ημιεπίπεδο. 
β) Είναι γ 2 = 1 + 1 = 2. Οι εστίες Ε, Ε' αντιστοιχούν στους αριθμούς 

ν2 + Οί = ν2 και -ΥΤ + Οί = - Υ2. Για τα ση^ιεία Μ(ζ), (ζ = Ζ; ή ζ 2 ) θα 
είναι λοιπόν (ΜΕ') - (ΜΕ) = 2 δηλαδή |ζ + Υϊ|-(ζ- Υ2| = 2. 


ΘΕΜΑ 135 

Να δείξετε ότι δεν υπάρχει αριθμός ζ € <Ε για τον οποίο να ισχύουν 
οι δύο σχέσεις ζ Ζν = -7 + 24ί και (ζ* + 4 - 3ί| = Υ55 για κάποιο νε ΙΝ*. 

ΛΥΣΗ 

Θέτουμε ζ ν = χ + γϊ οπότε ζ 2ν = χ 2 - γ 2 + 2χγι. Η πρώτη από τις δύο συνθή¬ 
κες του προβλήματος ικανοποιείται τότε και μόνο, όταν είναι 
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χ 2 -γ 2 = -7 και 2χγ = 24. 

Τότε όμως είναι και 
(χ 2 - γ 2 ) 2 + 4χ 2 γ 2 = 59 + 576 = 625 
δηλαδή (χ 2 + γ 2 ) 2 = 625, οπότε χ 2 + γ 2 = 25. 

Βρίσκουμε 2χ 2 = 18, 2γ 2 = 32, οπότε χ 2 = 9, 
γ 2 = 16. Είναι επίσης χγ = 12 > 0 οπότε έχουμε 
χ + γϊ = 3 + 4ί είτε χ + γϊ = -(3 + 4ΐ). Στην πρώτη περίπτωση βρίσκουμε 
ζ ν + 4 - 3ϊ = 7 + ί, ενώ στη δεύτερη ζ ν + 4 - 3ΐ = 1 - 71. Το μέτρο 

|ζ ν +4-3ΐ| είναι και στις 6ύο περιπτώσεις αυτές ίσο με V1+49 = ^50 * /55 . 

Οι δύο συνθήκες του προβλήματος είναι λοιπόν ασυμβίβαστες μεταξύ τους. 

ΘΕΜΑ 136 

Να δείξετε ότι αν για τους μιγαδικούς αριθμούς ζ ΐ9 ζ 2 , ζ 3 είναι 
(Ζι - ζ 2 ) 2 + (ζ 2 - ζ 3 ) 2 + (ζ 3 - ζ 3 ) 2 = 0 και ζ, + ωζ 2 + ω 2 ζ 3 * 0 όπου ω μία 
μη πραγματική κυβική ρίζα του 1, θα έχουμε τότε ζ, + ω 2 ζ 2 + ωζ 3 = 0 

ΛΥΣΗ 

Έχουμε (ζ ( + ωζ 2 + ω 2 ζ 3 ) (ζ, + ω 2 ζ 2 + ωζ 3 ) - 

2 2 2 X 2 2 4 

= ζ, + ζ, + ζ 3 + ζ,ζ,(ω + ω) + ζ,ζ 3 (ω + ω) + ζ^ 3 (ω + ω). 

Είναι όμως ω 3 =1 κιιι ω + ω 2 + 1 = 0, οπότε ω + ω 2 = ω 2 + ω 4 = -1 και βρί¬ 
σκουμε (Ζ| + ωζ 2 + <ο 2 ζ 3 ) (Ζ| + ω 2 ζ 2 + ωζ 3 ) = ζ 2 + ζ 2 + ζ 3 2 - Ζ[Ζ 2 - ζ 2 ζ 3 - ζ 3 ζ { 
και τελικά (Ζ| + ωζ 2 + ω 2 ζ 3 ) (ζΐ + ω 2 ζ 2 + ωζ 3 ) = 

= 1[ (ζ, - Ζ 2 ) 2 + (ζ 2 - ζ 3 ) 3 + (ζ, - Ζ,) 2 ] = 0. 

ΘΕΜΑ 137 

3 * . 

Η) Αν ζ = συνθ + ΐημθ να δείξετε ότι συν{νθ) = ζ · -, ν ε ΙΝ*. 

2ζ ν 

ίί) Αν ζ — συν — + ίημ ~ να δείξετε ότι ο - είναι ένας πραγμα- 
5 5 ζ 

τικός αριθμός του διαστήματος (- /3, - Ί2 ) και στη συνέχεια να 

δείξετε ότι συν - + συν ~- + συν — + συν — = -1. 

5 5 5 5 2 


• Ο αριθμός ζ ν που παρου¬ 
σιάζεται στη δεύτερη συνθήκη 
είναι τετραγωνική ρίζα του 
αριθμού ζ 2ν = -7 + 24ΐ, άρα 
μπορεί λοιπόν να βρεθούν οι 
δυνατές τιμές του. 
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ΛΥΣΗ 


ί) Εχουμε 


2ν 

2 + 1 _ 1 


2 ζ 


^7 


Είναι όμως ζ = (συνΗ + ΐημθ) = συν(νθ) + ίημ(νθ) 


και — = 


1 


συν(νθ) + ϊημ(νθ) 


= συν(νΗ) - ίημ(νθ) 


2ν 

Αρα ——— =— (συν(νθ)+ΐημ(νθ)+συν(νϋ)-ίημ(ν9)) = 2συν(νθ)=συν(νθ) 
7ζ 2 2 

συν — + ΐημ — + I 2συν - — - 1+ί2ημ — συν - +1 
ϋ) Εχουμε *±Ι = __5_ _ = _5 5 5 _ 


("»τ + *τ 


συν + ΐημ — 
5 5 


π/„, η ,π . . π' 
σνν + ΐημ — 


2συν Ίσυν - + ιημ : 

------= 2συν — [συν(-π) + ϊημ(-π)] = -2συν — ε ΙΚ , 

5 5 

5 5 

Όμως η συνάρτηση σννχ είναι γνησίως φθίνουσα στο [0, π]. Επομένως 

π 
5 


συν Ξ. < συν — < σι*ν * οπότε — < συν — < ~ και -/Τ < -2συν ~<-^2 


4 5 6 2 5 2 

Δηλαόή ζ+ - * ε (-'[3,-'ί2). Επίσης 


σιητ5 + σν»ν1ϊ+σν-ν^+σνη ί β“=-1ϊΐί+^1.+ώΐ+^ = 
5 5 5 5 2 ζ 3 2ζ 2ζ 2 2ζ -’ 

, 425 6, 2456, 234 

_ -Ζ - 1 + Ζ + Ζ + Ζ +_Ζ+Ζ 41 _ ϊ + Ζ +Ζ + Ζ _ I + Ζ +Ζ + Ζ _ 

2ζ 3 2ζ 3 

2 3 4 έζλ. ζ Ιζΐ-ζ 

-Π +Ζ + Ζ ±2 + ζ ) — ζ _ ζ- 1 _ ζ- 1 


2ζ 


2ζ 


2ζ 


2ζ 


-ζ , 
2ζ 


1 

2 


ΘΕΜΑ 138 

Να λύσετε την εξίσωση ζ 5 - 321 = 0 και στη συνέχεια να εκφράσετε 
το πολυώνυμο Ρ(ζ) = ζ 4 + 2ίζ Λ - 4ζ 2 - 8ΐζ + 16 
ως γινόμενο δύο δευτεροβάθμιων παραγόντων. 
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ΛΥΣΗ 


Εχουμε ζ 5 - 32ί = 0 <=> ζ = 32(συν 5. + ίημ 


(0 


Οι ρίζες της (1) είναι: ζ χ = Λ^32 
Δηλαδή: ζ 0 =2|συν 5 + ίημ 


— + 2κπ 


^ + 2 κπ 


+ ιημ 


,κ = 0,1,2,3,4 


ζ, = 2[σνν - + ίημ -| = 2ί 


2 

ζ, - 2(σνν — + ΐημ —| = 2 (-συν — + ίημ —] = -ζ 0 

- I ίο ίο/ I ίο ίο/ 

ζ, - 2[συν / 3 - + ίημ 1^) = 2 (-συν — - ίημ — 

3 \ ίο ίο/ I ίο ίο 


ζ 4 = 2|συν 


’ + ίημ 1^-) = 2 — - ίημ —) = - ζ, 

10 10 / I 10 10/ 


Είναι επίσης ζ 5 —32» = ζ 5 - (2ί) 5 = (ζ - 2ί) [ζ 4 + ζ 3 (2ί) + ζ 2 (2ί) 2 + ζ(2ί) 3 + (2ϊ) 4 ] = 
= (ζ - 2ί) (ζ 4 + 2ϊζ 3 - 4ζ 2 - 8ίζ + 16), για κάθε ζ ε € 
και ζ 5 - 32ί = (ζ - Ζο) (ζ - ζ,) {ζ - ζ 2 ) (ζ - ζ,) (ζ - Ζ4) = 

= (ζ - 2ί) (ζ — ζο) (ζ — ζ 2 ) (ζ - ζ 3 ) (ζ - ζ 4 ), ζ ε € 

Άρα οι ρίζες τον πολυωνύμου ζ 4 + 2ίζ 3 - 4ζ 2 - 8ίζ + 16 είναι οι αριθμοί 

Ζο, ζ 2 , ζ 3 , Ζ 4 · Οπότε για κάθε ζ ε € είναι: 

ζ 4 + 2ϊζ 3 - 4ζ 2 - 8ίζ + 16 = (ζ - Ζο) (ζ - ζ 2 ) (ζ - ζ 3 ) (ζ - ζ 4 ) = 

= [(Ζ - Ζο) (Ζ - Ζ 2 )1 1(ζ - ζ 3 ) (ζ - Ζ4)1 = [(Ζ - Ζο) (ζ + Ζ 0 )3 [(ζ - ζ 3 ) (ζ + ζ 3 )] = 

= [ζ 2 - (Ζο - ζ 0 )ζ - ΖοΖ 0 ] [ζ 2 - (ζ 3 - ζ 3 )ζ - Ζ 3 Ζ 3 ] = 



ΘΕΜΑ 139 

Έστω ζο, ζ 3> ζ*.| οι νιοστές ρίξες του μιγαδικού αριθμού α και 
Α 0 , Α„... Αν_ι τα αντίστοιχα σημεία τούτων στο μιγαδικό επίπεδο, 
α) Αν Μ το αντίστοιχο σημείο τον μιγαδικού αριθμού \ν, να δείξετε 
ότι θα είναι (ΜΑ 0 ) (ΜΑ,)... (ΜΑ^,) - |ιν ¥ - α| 
β) Αν είναι |\ν| = |α| = 1, να δείξετε ότι θα είναι και 
(ΜΑ,) (ΜΑ 2 )... (ΜΑν_,) < ν. 
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ΛΥΣΗ 

β) Ο» αριθμοί ζ<), ζ,, ζ 2 ,... ζ^, είναι οι ρίζες του πο¬ 
λυωνύμου Ρ(ζ) = ζ ν - α και κατά τα γνωστά έχουμε 
Ρ(ζ) = ζ ν - α = (ζ - Ζο)(ζ - Ζ|)...(ζ - ζ^,), V ζ ε € 

Οπότε 

Ρ(\ν) = ιν ν - α = (\ν-Ζο)(\ν-ζ, )...(\ν—ζ,._,), 

Είναι επίσης (ΜΑ 0 ) = Ιτν - ζ^Ι, (ΜΑ,) = Ι\ν — ζ,Ι.{ΜΑ^,) = Ινν - ζ,,.,1 

και τελικά (ΜΑ#) (ΜΑ,)... (ΜΑ ν _,) = Ι(\ν - Ζο) (\ν - Ζ|)... (νν -ζ^,,)! = 

= Ι\ν ν - αΙ (1) 

α)Έστω ότι είναι Ι\νΙ = ΙαΙ = 1. Είναι ζ$ = α, άρα 
λοιπόν Ρ(ζ) = (ζ - Ζο) (ζ** 1 + ΖοΖ'"" 2 +... + %') 

Το πολυώνυμο φ(ζ) - ζ^ 1 + ΖοΖ'^+.,.+ζ^ 1 έχει 
λοιπόν ρίζες τις ζ ( , ζ 2 ,.... Ζν-ι και έχουμε 
φ(ζ) = (ζ - ζ,) (ζ - ζ 2 )... (ζ - Ζ,.„|) V ζ ε € 
οπότε φ(\ν) = (\ν — ζ,) (\ν — ζ 2 )... (\ν - ζ^ι). Θα είναι λοιπόν 
(ΜΑ,) (ΜΑ 2 )... (ΜΑ λ ._,) = Ιφ(ζ)Ι £ Μ ν “' + ΙζηΙ ΙννΙ'- 2 +... + ΙζοΓ' = ν (2) και 
το ζητούμενο έχει αποόειχθεί. 

• Παρατήρηση 

Από τη σχέση φ(ζ) = (ζ - ζ,) (ζ - ζ 2 )... (ζ - Ζν_,) 
προκύπτει ότι είναι (ζο-ζ, >(ζο - ζ 2 )...(ζο — Ζν_,) = 

= φ(ζ 0 ) = ν^ο Ι . 

Όμιος |ζ 0 ) ν =|α| και ^=ν|α[. 

Βρίσκουμε λοιπόν ότι είναι και 
(Α η Α 1 )(Α 0 Α 2 )...(Α 0 Α^,) = ν^ πράγμα που 

σημαίνει ότι αν ΙαΙ = 1 και \ν = ζ<, η (2) ισχύει 
σαν ισότητα. 

« 

ΘΕΜΑ 140 

Έστω 1, ζ,. ζ 2> ... ζ^, οι νιοστές ρίζες τον 
μιγαόικός αριθμός. 

Να δείξετε ότι θα είναι 

(Ζ + Ζ>) (ζ + Ζ 2 ) ... (ζ + Ζν.,) = ζ*" 1 - ζ ν-2 + ζ* -3 -... + (-1 ) ν- ’ 



1 και ζ ε € οποιοσδήποτε 


• Το πολικό 1 νυμο 
φίζ) = ζ”" 1 + ΖοΖ^+.-.+ζ^' 
έχει ρίζες όλες τις υπόλοι¬ 
πες ρίζες ζ,,ζ 2 .ν, πλην 

της ρίζας Ζο- 


• Με τη βοήθεια των 
νιοστιόν ριζών ενός μι- 
γαήικού α παραγοντο- 
ποιείται το πολυώνυμο 
Ρ(ζ) = ζ ν - α. 
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ΛΥΣΗ 

Οι αριθμοί 1, ζ,, ζ 2 ,... ζ*., είναι οι ρίζες του πολυωνύμου 
Ρ(ζ) = ζ ν - I = (ζ - 1) (ζ ν -' + ζ^ 2 + ... + ζ + 1) και οι αριθμοί Ζ|, ζ 2 ,..., νι οι 
ρίζες του πολυωνύμου φ(ζ) - ζ* -1 + ζ ν " 2 + ... + ζ + 1 
Θα είναι λοιπόν 

ζ ν-] + ζ '·-2 + ... + ζ + 1 = (Ζ - Ζ,) (ζ _ Ζ 2 ) ... (ζ - Ζν_|Χ V ζ € £ 

Με αντικατάσταση του ζ με -ζ, βρίσκουν 

(-1 Γ>ζ^' + (-1 Γ 2 ζ** 2 +... + (-1 )ζ + 1 = (-ζ - ζ,) (—ζ - ζ 2 )... {-ζ -ζ ν _,) 
οπότε και 

(-1) ν_1 ζ ν_ι - (— 1 ) ν “ 1 ζ^ 2 + Η^'ζ*" 3 -... + = 

= Η)*-'{ζ + ζ,) (ζ + ζ 2 )... (ζ + ζ^,) 
και τελικά 

2 ν-1 _ ζ ν-2 + ζ ν-3 _ + (_] )ν-1 ~( ζ + Ζι ) ( ζ + ζ ^ ( ζ + 
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ΘΕΜΑ 141 


Να βρείτε τις τιμές των α, β € ΙΚ ώστε 


ΐίηι α ημ* + β! χ Ι 

X—>0 * , „ 


2-α. 


ΛΥΣΗ 

Θέτουμε Γ(χ) - αι Η ίΧ + Ρ* χ * . Για να υπάρχει το Ιίιηί(χ) Θα πρέπει 

χ’ + χ *“*° 

Ιίιτι ί(χ) = !ϊιηί(χ) = 2-α και εφόσον 1x1 = -χ αν χ<0καιΙχΙ = χ αν χ>0, 

χ-»0” χ -»0 + 

θαέχονμε Ιίηι 2!ΒΪ=£?.= | |ιη 2Β?±ί* = 2 -α η οποία γίνετε 

»-»ο~ χ' + χ Χ-*0 + χ' + χ 

α 3“-β αΙΙϋ + β 

Ιίττ) —5-= Ππί —ϊ-= 2 - α και επειδή Ππί 3!*. = I 

χ-*ο” χ + 1 χ-»ο + *+! «- 10 χ 

Θα προκύψει α ~Ρ - = 2 - α. Από τη σχέση αυτή παίρνουμε 

α - β = α + β και κατά συνέπεια β = 0 και α - β = 2 - α που για β = 0 γίνεται 
α = 2-α οπότε α = 1. 


ΘΕΜΑ 142 

Να βρείτε τις τιμές των α, β € ΙΚ* ώστε Ιϊιη χ ■ 4 ’ + Ρ = α + 1 (1). 

χ —> α 1 2 

χ -α 


ΛΥΣΗ 

2 2 

Θέτουμε ί(χ) - χ +2 ^ Χ+ Ρ , χ Φ ± α από την οποία προκύπτει 
χ*-α“ 

χ 2 + 2βχ + β 2 = (χ 2 - α 2 )Γ(χ) και Ππί (χ' + 2βχ + β') = Ιϊγπ (χ' -α~) ΙίπιΓ(χ) 

* ^« Κ “■+ ίΙ X Ο 

ισοδύναμα α 2 + 2βα + β 2 = 0(α + 1) άρα (α + β) 2 = 0 <=> β = -α (2). Τότε η (1) 

γίνεται Πιπ χ ~?“ χ ^ .=α+1 και Ιϊγπ —— = α+ 1 ή Μπι — - α+1 
*-*« χ-α *-*« (χ-α)(χ+α) *-*«χ+α 

από την οποία παίρνουμε 0 = α+1 άρα α =-1. ΑντικαΗιστώντας στη (2) βρί¬ 
σκουμε β = 1. 
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ΘΕΜΑ 143 

ν Αν για τις συναρτήσεις Γ, §: ΙΚ —» ΙΚ ισχύουν: 

χΓ{χ) - 4β(χ) = 4 (1) και ί(χ) + (χ - 4)^(χ) = χ (2), V χ ε ΙΚ 
να βρείτε εφόσον υπάρουν τα όρια 

Ιΐιπ Γ(χ) και Ηπι §( χ) 

χ-»2 + 

ΛΥΣΗ 

Πολλαπλασιάζοντας την (1) με το χ-4 και τη (2) με το 4 προκύπτει 
χ(χ - 4)ί(χ) - 4(χ - 4)§(χ) - 4(χ - 4) 

4Γ(χ) + 4(χ - 4)§(χ) = 4χ 

Προσέχοντας αυτές κατά μέλη έχουμε: (χ 2 - 4χ + 4)ί(χ) = 8(χ — 2) και ισοδύναμα 
(χ - 2) 2 ί(χ) = 8(χ - 2) οπότε για χ * 2, ί(χ) = —. Συνεπώς Ιΐπι Γ(χ) = +». 

χ->2 + 

Πολλαπλασιάζοντας τη (2) με το -χ έχουμε -χΓ(χ) - χ(χ - 4)§{χ) - -χ 2 και 

προσθέτοντας την προκύπτουσα στην (1) βρίσκουμε -(χ(χ - 4) + 4)§(χ) - -χ 2 + 4 

2 . _ 

ή (χ 2 - 4χ + 4)§(χ) = χ 2 - 4 οπότε για χ * 2, §{χ) - - χ — - = —ΐ-=-. 

<χ- 2) ! χ " 2 

Αλλά Πιη §(χ) = -~ και Ιίπι §(χ) = +». Συνεπώς δεν υπάρχει το Ιίπι §(χ). 

-- „ λ —► 2 


ΘΕΜΑ 144 

ν/ Αν για τις συναρτήσεις Γ, %: ΙΚ -»ΙΚ ισχύουν: 

Ιΐτπ[Γ(χ) - χ§(χ)1 =-1 (1) και 1ϊπι[(χ-4)ί(χ) + 3§(χ)] = 3 (2) 

χ —► I χ -* 2 

να βρείτε, εφόσον υπάρουν, τα όρια Ηηιί(χ) και 1ίπΐ£{χ). 

χ —* 2 

ΛΥΣΗ 

Θέτουμε Α(χ) = ί(χ) - χ§(χ) (α) και Β(χ) = (χ - 4)ί{χ) + 3§(χ) (β). 
Πολλαπλασιάζοντας την πρώτη με -(χ - 4) προκύπτει 

η!* Γ 4 ! Α(Χ) ,'Λ Χ + Χ ^ Χ ~ 4)?ίΧ) ! ■ Προκύπτει προσθέτοντας κατά 

και Β(χ) = (χ-4)ί(χ) + 3δ(χ) | 

μέλη (χ 2 - 4χ + 3)β(χ) = Β(χ) - (χ - 4)Α(χ) και για χ * 1,3 θα έχουμε 
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8 (χ) = Β(Χ) - ■ *·■ 4) - — } · Από (1) και (2) όμως ΙίηιΑ(χ) = -1 και ΙίιηΒ(χ) = 3, 
χ’-4χ + 3 1->ί *' +2 

άρα Ηιη ε(χ) = 3 + 2(-1) = — - -1 δηλαδή Ιίπΐβ(χ) = -1. 

^ *-.2 6 ' 4-8 + 3 -1 

Πολλαπλασιάζοντας τιάρα την (α) με το 3 και την (β) με το χ έχουμε 
3Α(χ) = 3ί(χ) - 3χ§(χ) και χΒ(χ) = χ(χ-4)Γ(χ) + 3χ§(χ), από τις οποίες προ¬ 
σθέτοντας κατά μέλη παίρνουμε (χ 2 -4χ + 3)Γ(χ) = 3Α(χ) + χΒ(χ) και για 
χ * 1,3 8α είναι ί(χ) = 3Α(χ) + χΒ(χ) . 

χ 2 -4χ + 3 

Άρα 1ίηιΓ(χ) = ^ 0 + 2 3 _]ίπηΓ(χ) = -3. 

%-*2 —] χ -*2 

ΘΕΜΑ 145 

>( ημ2 χ-^ 

Να βρείτε το Ιΐιη- σνν ^ χ , 

*■** χ’ημχ 

ΛΥΣΗ 

ημ2χ- -3ΰ?Α. 

Αν ί(χ) =-_συν2χ. αιπ ή γράφεται 

χ~ημχ 

2 ** 

ϊ(χ\ = ΐΊμ2χΐ<ητν2 χ - 1) _ 2ημχσι*νχ( 1 -2ημ"χ- 1) _-4ημ “χσυνχ _ 
χ ημχσυν2χ χ*ημχσυν2χ χ συν2χ 

_ /ημχ\’ -4συνχ 
\ χ ) συν2χ 

Αρα 1ΐΓηί(χ)= = -4 αφού ΙΙπί 1 * ιχ = I. 

*-»<> 1 *-»ο χ 


ΘΕΜΑ 146 

>1 Δίνεται αυστηρά αύξουσα συνάρτηση Γ; ΙΚ —» ΙΚ με 
ί(α + β) = ί(α)Ρ(β) να,βεΙΚ (1) 

Να βρείτε τα α, β ε ΙΚ: Γ(α 2 + β - 1) + Γ(α 2 - β + 1) = 2ί(4(α - 1)) (ει) 
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ΑΥΣΗ 

Στην (1) για α = β = 0 έχουμε Γ(0) = Γ : (0) <=> ί{0) = 0 ή ί(0)=1. 

Αν ί(0) - 0 τότε Γ(χ) = Γ(χ + 0) = ί(χ) Γ(0) = 0 δηλ. Γ(χ) σταθερή, άτοπο εφόσον 


η ί είναι αυστηρά αύξουσα, άρα ί(0) = 1 


Επίσης έχουμε Γ(0) = Γ(χ - χ) = Γ(χ) Γ(-χ), άρα Γ(χ) ?(-χ) = 1 από την οποία συ¬ 
μπεραίνουμε ότι ί(χ) Φ 0 (2) και ί(_χ)=_!_ (3) νχε ΙΚ. 

Γ(χ) 

Για α = β = ^ η (1) γίνεται Γ(χ)= > 0 αλλά ί||| * 0 από την (2) οπότε 

Γ(χ) > 0 νχε ΙΚ. (4). 

Η εξίσωση (ει) γίνεται: ί(α 2 ) Γ(β -1) + Γ(α 2 ) ί( I - β) = 2ί(4α - 4) 


« ί·(α 2 )1ί·(β - 1) + Γ( 1 - β)] = 2Γ(4α-4) <=> - ^ 


Γ(4α - 4) 


Γ(β - I) + 


1 


ί(β-1) 


= 2 


( 3 ) 


<=> Γ(α^ί(4-4α) 


«β-1) + 


1 


<Ι) 


<=> ί(α'-4α+4) 


Γ(β-1) + 


ί(β-1) 
1 


(I) 

= 2 <=> 


Γ(β-1) 


Για α = 2 έχουμε Γ(0) 


Γ(β- 1) + 


= 2 <=> ί((α· 
I 


-2) 2 )|Γ(β- 


!) + 


I 


= 2 (ε,) 


Γ(β-1)] 

= 2«· ί“(β-1)+ I = 2Γ(β- 1)<=> 


ί(β- Ο] 

<=> [Γ(β - 1) - 1 ] : = 0 <=> Γ(β - 1) = 1 και εφόσον είναι αυστηρά αίϊξουσα 
(άρα και I - 1) θα είναι β- 1 = 0 <=> β= 1. Άρα μία λύση η (α, β) = (2, 1). 

Θα δείξουμε ότι είναι μοναδική. 

Έστω α * 2 τότε (α - 2) 2 > 0 οπότε και Γ((α - 2) 2 ) > Γ(0) - 1 οπότε από την εξί- 
σιοση (ε 2 ) που είναι ισοδύναμη με την (ε,) θα έχου^ιε 
ί<(ϊ — 1)-ι-<2 <=> ί*(β- 1)-2ί(β- Ι)+ 1 <0 <=> (ί(β- I)- 1) 2 <0 που 

είναι άτοπο. Άρει α = 2 και β = 1 μοναδική λύση. 


0ΕΜΑ 147 

ί) Να βρείτε την παραγωγό της συνάρτησης §(χ) = Αβ\ημ*-σννχ). 

2 

ΐί) Να βρείτε τη συνάρτηση ί: ΙΚ —»ΙΚ για την οποία ισχύει 

Γ(χ) + «χ) = ημχ (I), V χ ε ΙΚ ► 
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και επιπλέον η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της ί στο ση¬ 
μείο τομής της με τον άξονα γ\ν σχηματίζει με τους θετικούς ημιά- 
ξονες τρίγωνο εμβαδόν 1/2. 


ΛΥΣΗ 

ί) Έχουμε V χ ε ΙΚ β'(χ) = ^ 6*(ημχ -συνχ) + ^ ε\συνχ + ημχ) δηλαδή 

8'(χ) = λβ*2ημχ = β*Τ)μχ, νχεΙΚ. 

2 


ϋ) Πολλαπλασιάζοντας την (1) με ε χ παίρνουμε ισοδύναμα 

Γ(χ)β* + ί(χ)ε*=β*ημχ και Γ(χ)ε χ + Γ(χ)(ε χ )' = ε χ ημχ ή [ί(χ)ε*Γ = ε*ημχ. 
Αλλά από το (ϊ) ερώτημα §'(χ) = ε χ ημχ οπότε έχουμε [Γ(χ)ε Χ ]' = §'(χ). 
Σχ>νεπώς οι συναρτήσεις ί(χ)ε χ και §<χ) διαφέρουν κατά σταθερή ποσότητα 
δηλαδή ί(χ)ε χ = §(χ) + ς (2). 

Η εφαπτόμενη της γραφικής παράστασης στο σημείο τομής με τον γ' γ δηλα¬ 
δή στο (0, Γ(0)) έχει εξίσυκτη: γ - ί(0> - Γ(0) (χ - 0) ισοδύναμα 
γ = ί'(0)χ + Γ(0) η οποία τέμνει τους άξονες στα (0, Γ(0)) και [- , θ] 

\ Γ(0) I 

και κατά συνέπεια το εμβαδό του τριγώνου που σχηματίζει ^ιε τους άξονες 


ε=^Γ(0) 

2 


ΜΙ 

Γ(0) 


= - Π0)_, Γΐλ λάε = 1άρα--Ο0> - 

2Γ(0) 2 Γ<0) 


= 1 (3). 


Απάτην (1) όμως για χ = 0 παίρνουμε Γ(0)=-ί(0) οπότε η (3) γίνεται 

_ Γ(0) _ , Ψί(\\ — 1 (ΖϊότΓΛΐτηΓ ίΤΤ™ /7\ V — Π £ν#Ίΐ1ΙΙ0 ΙΥΓίΐ^Ο — I 


-?( 0 ) 


= I άρα Γ(0) = 1. Θέτοντας στην (2) χ = 0 έχουμε Γ(0)ε ο = §(0) + ο, 


αλλά β(0) = - - - οπότε ε = I + — = — και έτσι συ(ΐπεοαίνουμε ότι 
2 2 2 

. Ρ(χ)ε Χ = §(χ) + ~ ή ί(χ)ε* — ~ ε'ίημχ - συνχ) + ^ οπότε προκύπτει ότι 


ί( χ) = - (ημχ - συνχ + 3 ε ). 

2 


ΘΕΜΑ 148 

Ό Έστω Α πίνακας νχν, τέτοιος ώστε ο Α -1 να είναι αντιστρέψι¬ 
μος. Να δείξετε ότι η εξίσωση ► 
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► 

|Α-χΙ| + |Α + χΙ| _β 
χ-1 χ+1 

έχει τουλάχιστον μια λύση στο διάστημα (-1,1). 

ΛΥΣΗ 

Για τις ενδεχόμενες λύσεις χ της (Ε) στο ανοικτό διάστημα (-1, I) είναι 
χ - 1 * 0, χ + 1 * 0, και οι λύσεις αυτές είναι οι ίδιες με τις αντίστοιχες λύσεις 
της εξίσωσης (χ + 1) ΙΑ - χΙΙ + (χ - 1) ΙΑ + χΙΙ - 0. 

Θεωρούμε τη συνάρτηση Γ με τύπο 

ί(χ) = (χ + 1) ΙΑ - χΙΙ + (χ - 1) ΙΑ + χΙΙ για κάθε χ € ΙΚ 
Η Γ είναι πολυωνυμική, άρα συνεχής στο ΙΚ. και έχουμε 
Γ(-Ι) = -2ΙΑ - II και Γ( 1) = 21Α - II 
Όμως ΙΑ - II * 0, αφού ο Α -1 είναι αντιστρέψιμος. 

Αρα λοιπόν ί(-1 )ί( 1) = —4ΙΑ - II 2 > 0 και (Θ. ΒοΙζαηο) υπάρχει χ 0 ε (-1,1) με 
ί(χ 0 ) = 0 τότε (χ 0 + 1) ΙΑ — χ 0 ΙΙ + (χ„- 1) ΙΑ + χ 0 ΙΙ = 0 και χ 0 *±Ι. 
Διαιρώντας με (Χο + 1) (χ 0 - I) βρίσκουμε 

ΙΑ-χ,,ΙΙ ΙΑ + χ η ΙΙ _ 

-- 2 _+-— = 0 . 

Χ|) ~ ι χ» + ι 


ΘΕΜΑ 149 

^ Έστω Γ συνάρτηση, παραγωγίσιμη στο διάστημα [α, β] (α < β) και 
τέτοια ώστε να είναι Γ(α) = β και Γ(β) - α. 

Να δείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα σημείο ξ ε (α, β), τέτοιο 
ώστε να είναι Γ(ξ) = -1 (1). 


ΛΥΣΗ 

Η συνθήκη (1) γράφεται Γ(ξ) + 1 =0. Θα ζητησοσυμε συνάρτηση φ, μεπα- 
ράγιογο ί'(χ) + 1 και τέτοια «δοτέ να είναι 

φ(α) = φ(β). 

Τέτοια συνάρτηση είναι η συνάρτηση φ, με τύπο 

φ(χ) - ί(χ) + χ - α - β 

Θεωρούμε τη συνάρτηση φ: [α, β] —» ΙΚ με τύπο 

φ(χ) = Γ(χ) + χ - α - β V χ ε [α, β] 

Η φ είναι παραγωγίσιμη στο [α, β] και έχουμε 
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φ(α)-ί(α) +α-α-β=0 και φ(β) = ί(β) + β-α-β = Ο 
Η φ ικανοποιεί λοιπόν τις συνθήκες ΚοΙΙβ στο Ια, β]. 

Αρα υπάρχει ξ ε (α, β), τέτοιο ιοστε να είναι φ'(ξ) = Γ(ξ) + 1 =0 
οπότε για το σημείο ξ αυτό, θα έχουμε Γ(ξ) = -1. 

ΘΕΜΑ 150 

\! Έστω ί: [α, β] -> ΙΚ (α < β) συνάρτηση συνεχής στο [α, β], παραγω- 
γίσιμΐ] στο (α, β) με ί(α) = Γ(β) και δεδομένος θετικός αριθμός ρ. 

Να δείξετε ότι υπάρχουν σημεία χ 2 , χ 2 € (α, β) με Γ(χ,) + ρΠ(χ 2 ) = 0. 

ΛΥΣΗ 

Θεωρούμε σημείο γ του [α, β], με 
β _ γ = ρ(γ - α) δηλαδή με (ρ + 1)γ = αρ 4 β 

και γ = + ^ και εφαρμόζουμε το Θ.Μ.Τ. του 

ρ+1 

ία§Γαη§ε σε καθένα από τα διαστήματα [α, γ], [γ, β]. 

Συμπεραίνουμε ότι υπάρχουν χ,, χ 2 με Χ| ε (α, γ) και χ 2 € (ϊ< β) ιόστε να ει' 
ναι ί(γ)-ί(α) = (γ-α)Γ(χ,) και Γ(β)-ί(γ) = (β-γ)Γ(χ 2 ) = ρ(γ-α)Γ(χ 2 ). 
Προσθέτοντας κατά μέλη (και επειδή Γ(α) = ί(β)) παίρνουμε 
0 = (γ-α)Γ(χ ι ) + (γ-α)ρί'(Χ 2 ) και τελικά Γ(Χ[) + ρΓ(χ 2 ) = 0. 



ΘΕΜΑ 151 

ν Δίνεται συνάρτηση Γ συνεχής στο [α,β] και παραγωγίσιμη στο (α, β) 
με ί(α)*ί(β). Να δειχθεί ότι υπάρχουν ξ,,ξ 2 διαφορετικά τέτοια ώστε 


Πξ,)^) 




ΛΥΣΗ 


Η γραφική παράσταση της Γ διέρχεται από τα 
Α(α, Γ(α)). Β(β, ί(β)). Σχηματίζουν το ορθογώνιο 
παραλληλόγραμμο ΑΓΒΔ με τις πλευρές παράλ¬ 
ληλες στους άξονες. Η ευθεία ΔΓ τέμνει τουλάχι¬ 
στον σ’ ένα σημείο την ο. Έτσι σκεφτόμαστε να πά¬ 
ρουμε ως βοηθητική συνάρτηση τη διαφορά τιυν συ¬ 
ναρτήσεων που έχουν γραφικές παραστάσεις την ο 
και την ΔΓ αντίστοιχα. 
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Η εξίσωση της ΔΓ είναι: X—^Ρ) = Γ(β) ^ ισοδύναμα 

χ—α β —α 

γ = * - («) (χ - α) + Γ(β), Θεωρούς λοιπόν τη συνάρτηση 
β-α 

Φ(χ) - ί(χ) - (χ - α) - ί(β) η οποία είναι συνεχής στο [α, β] με 

β-α 

Φ(α) = ί(α) - Γ(β)και Φ(β) = Γ(β) - Γ(α) και εφόσον Γ(α)#Γ(β)η Φ παίρνει 


-Η-μ 


^2 


ετερόσημες τιμές στα άκρα και κατά συνέπεια 
υπάρχει τουλάχιστον ένα Χο ε (α, β) τέτοιο ώστε 
Φ(χ 0 ) = 0, ισοδύναμα 

ί(Χη) = —ίΦ! (χ 0 - «) + ί(β). Για την ί ισχύουν οι προϋποθέσει του Θ.Μ.Τ. 

β-α 

στα διαστήματα [α, χ 0 ] και [χ 0 , β] αντίστοιχα, άρα 
3 ξ|, | 2 με ε (α, χ») και ξ, ε (χ 0 , β), οπότε ξ! Φ ξ 2 > τέτοια ώστε 

ί<«)-Κβ) (χ η -α) + Γ(β)-Γ(α) 

Γ(Η|) _ «*ο> - Γ(«) _ β - α _ έ(α) - Γ(β) + ϊ(β) - Γ(α) _ 

Χο“ α β-α 


χ η -α 


= (Γ(β)-Γ(α)) 


α-χ,,+ β-α , ((β)-Γ( α ) β-Χρ 
’ β-α" 


και 


(β-α) (χ 0 -α) β-α Χρ-α 

Γ - Γ -, - Γ<Ρ> - Γ<«») ^ Γ ' Ρ 1 ~ - α Ρ> ^"^“^' , ΓίίΙΙ-Γία) 

β-χ 0 β-Χο β-α β-Χρ 

Οπότε πολλαπλασιάζοντας έχουμε Γ(ξ.) Γ (ξ,) - ί ^β) ~ | . 

\ β-α / 


ΘΕΜΑ 152 

ν Δίνεται συνάρτηση συνεχής «το [1» ε] χαι παραγωγίσιμη στο (1, β) 
με Γ(1) = 2 και ί(β) = β + 1 ν.δ.ο. υπάρχουν ξι, ξ 2 ε (1, β) διαφορετικά, 
τέτοια ώστε Γ(ξ|)Γ{ξ 2 ) = 1. 

ΔΥΣΗ 

Σκεπτόμενοι όπως στο πρόβλημα (151) βρίσκουμε την ευθεία που διέρχεται 
από τα Γ(ο, 2) και Δ(1, β + 1) 

1^=5ΐΗ β ,=η,κ*2. 

Χ-β 1 — β 
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Θεωρούμε τη συνάρτηση 
Φ(χ) = Γ(χ) + χ - β - 2 η οποία είναι συνεχής 
στο [ 1, ο| και Φ( 1) = Ι-β, Φ(2) = β - 1, παίρνει 
δηλαδή ετερόαημες τιμές στα άκρα και συνεπώς 
υπάρχει χ 0 € (1, β) τέτοιο ώστε Φ(χ«) = 0 
ισοδύναμα Γ(χ 0 ) = -Χο + β + 2. Εφαρμόζοντας το 
Θ.Μ.Τ. του διαφορικού λογισμού στα διαστήμα¬ 
τα 11, χ 0 ] και (χ 0 , β], υπάρχουν ξ,,ξ 2 αντί¬ 
στοιχα και σι*νεπώς διαφορετικά, τέτοια ώστε 



*ο-1 *ο-1 "η- < 

Γ(ξ,) = «°>-«*°> = * + 1 + ~ 2 = ^1 οπότε Πξ,)Γ(£ 1 )=Ι. 


β-χ„ 


ΘΕΜΑ 153 

.Εάν Γ παραγιογίσιμη στο ΙΚ με 

Γ(χ) < λχ + β (1) V χ ε ΙΚ και Γ(Χο) = λχ 0 + β (2) 
ν,δ.ο. η ευθεία $ = λχ + β είναι εφαπτομένη της γραφικής παράστασης 
της Γ(Ο γ ) στο (χ 0 , ΓίΧο». 

ΛΥΣΗ 

Θεωρούμε τη συνάρτηση Φ(χ) = ί(χ) — λχ - β < 0 απάτην (1) η οποία είναι 
παραγωγίσιμη στο ΙΚ άρα και στο χ 0 . 

Φ(χ 0 ) - Γ(χ 0 ) - λχ 0 - β = 0 από την (2) οπότε έχουμε Φ(χ) < Φ{χο) = 0 V χ ε ΙΚ 
δηλαδή η Φ παρουσιάζει μέγιστο στο Χο το Φ(χο) = 0. Συνεπιίϊς από το θ. Ρεηνιαι 
Φ'(χ 0 ) = 0. Αλλά Φ'(χ) = ί'(χ) - λ άρα Φ'(χ 0 ) = ΟοΓ(χ 0 ) -λ = 0«>Γ(Χη) = λ, 
Η εξίσωση της εφαπτομένης στο {χ 0 . ί(χ 0 )) είναι γ - ί(χ 0 ) = Γ(χ 0 ) (χ - Χν> η 
οποία γίνεται γ - (λχ 0 + β) = λ(χ - χ 0 ) <=> γ = λχ - λχ 0 + λχ 0 + β <=> γ = >λ + β. 
Άρα η γ = λχ + β είναι εφαπτομένη της Ρ στο (χ η . Γ(Χο))· 

ΘΕΜΑ 154 

^Δίνεται συνάρτηση Γ παραγωγίσιμη στο [α, β] με Γ(α) = ίΐβ) = 0. 

Να δείξετε ότι υπάρχει ξ € (α, β) τέτοιο ώστε η εφαπτομένη στο (ξ ( , Γ(ξ)) 
διέρχεται από το σημείο Μ(ξ + 1,0). 
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ΛΥΣΗ 

Η εφαπτομένη στο (ξ, ί(ξ)) έχει εξίσωση γ - Γ(ξ) = Γ' (ξ) (χ-ξ) η οποία απαι¬ 
τούμε να διέρχεται από το (ξ + 1.0) οπότε I) - Γ(ξ) - Γ(ξ) (ξ + 1 - ξ) <=> 

<=> ί'ίξ) + Γ(ξ) = 0. Απαιτούμε λοιπόν η εξίσωση Γ(χ) + ί(χ) = 0 να έχει λύση 
στο ία, β] η οποία είναι ισοδύναμιη με την Γ(χ)β χ + (ε*)'ί(χ) - 0 και την (ί(χ)ε χ )'=0. 
Συνεπώς αρκεί να εφαρμόζεται το 0. ΚοΙΙο στο [α,β] για την Φ(χ) = Γ(χ)<:\ 

Η Φ είναι παραγιογίσιμη στο [α, β] άρα και συνεχής σ’ αυτό με Φ(α)=ί(α)β" =0 
και Φ(β) = ίίβ)^ = 0. Άρα ισχύουν οι προϋποθέσεις του Η. Κοίΐε οπότε υπάρχει 
τουλάχιστον ένα ξ ε (α. β) τέτοιο ώστε Φ'(ξ) = 0 <=> Γ(ξ)ε ? + β*ί(ξ) = ()<=> 

<=> Γ(ξ) = -Γ(ξ) και επειδή η εξίσωση της εφαπτομένης πτο (ξ, ί(ξ)) είναι 
γ-Γ(ξ) = Γ(ξ)(χ-ξ) θα έχουμε γ = Γ(ξ) - ί(ξ) (χ - ξ). Το Μ(ξ +1,0) επαλη¬ 
θεύει αυτήν διότι Γ(ξ) - ί(ξ) (ξ + 1 - ξ) = 0. 

Συνεπώς υπάρχει ξ ε (α, β) τέτοιο ίόστε η εφαπτόμενη σ’ αυτό να διέρχεται 
από το σημείο Μ(ξ + 1,0). 

ΘΕΜΑ 155 

\| Εάν η συνάρτηση ί είναι παραγωγίσιμη στο [0,1) με Γ(1) = 0 να 
δείξετε ότι υπάρχει γ ε (0,1) τέτοιο ώστε η εφαπτόμενη στο (γ, Γ(γ)) 
να διέρχεται από το (2γ, 0) και να σχηματίζει εμβαδό με τους άξονες 
ίσο με 2γ|Υ(γ)|. 

ΑΥΣΗ 

Η εφαπτομένη στο (γ, Γ(γ)) έχει εξίσωση: γ - ΐ(γ) = Γ(γ) (χ- γ). Για να διέρ¬ 
χεται από το σημείο (2γ, 0) πρέπει οι συντεταγμένες του να επαληθεύουν την εξί- 
σωσή της δηλ. 0 - Γ(γ) = ί'(γ) (2γ - γ) <=> ί(γ) = - γί" (γ). Αρκεί λοιπόν να δεί¬ 
ξουμε ότι υπάρχει γ € (0,1) το οποίο επαληθεύει την εξίσωση 

Γ(χ) - -χΓ'(χ) <=> Γ(χ) + χί'(χ) = 0 <=> (χί(χ))' = 0 
Αλλά για να μηδενίζεται η παράγωγός της Φ(χ) = χί(χ) σε κάποιο γε (0,1) αρ¬ 
κεί να εφαρμόζεται το θ. ΚοΙΙε στο [0, I ] για την Φ. 

Η Φ είναι παραγωγίσιμη στο (0,1] άρα και συνεχής και Φ(0) = Φ(1) = 0. Ισχύουν 
λοιπόν οι προϋποθέσεις του Θ. ΚοΙΙΙβ άρα υπάρχει γ ε (0, 1): Φ '(γ) = 0 <=* 

<=* ί(γ) + γί'(γ) = 0 «. Γ ( γ) = -δϊΐ. 

Υ 

Η εξίσιοση της εφαπτομιένης στο (γ, Γ(γ)) είναι: γ-Γ(γ) = Γ(γ)(χ - γ) και γίνεται 

γ — — —ΥΪ. (χ — γ) + ί(γ) ή γ=-^χ + 2ί(γ) οπότε για χ = 2γ έχουμε 
Υ Υ 
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γ = 0 δηλ. υπάρχει γε (0,1) τέτοιο (ίκιτε η ειραπτόμενη στο (γ, Γ(γ)) να διέρχε¬ 
ται από το (2γ, 0). Η εφαπτομένη αυτή τέμνει τον γ'γ στο (0, 2ϊ(γ)) και τον 
χ'χ στο (2γ, 0) άρα το εμιβαόό που σχηματίζει με τους άξονες είναι 

ε = 1|2Γ(γ)||2γ| = 2γ|ί(γ)| αφού γ>0. 

£ 

ΘΕΜΑ 156 

Να βρείτε τις τιμές των α,β ε ΙΚ, ώστε η συνάρτηση Γ: ΙΚ.—>1Κ με τύπο 

\] (χ* + αχ + 2 αν χ<0 

\β + 1η(1 + χ 4 ) αν χ > 0 
να είναι παραγωγίσιμη στο ΙΚ. 

ΛΥΣΗ 

Σε καθένα από τα ανοικτά διαστήματα (-». 0) και (0, +«) η ί είναι παρα- 
γωγίσιμη, αφού συμπίπτει με παραγωγίσιμη συνάρτηση, που έχει τύπο 
χ 4 + αχ + 2 και β + 1η( 1 + χ 4 ) αντίστοιχα. 

Για να είναι λοιπόν η ϊ παραγωγίσιμη στο ΙΚ, πρέπει και αρκεί να είναι παρα- 
γωγίοιμη για χ = 0. 

Παραγωγισιμότητα για χ = 0 

Απαραίτητη προϋπόθεση για να είναι η ί παραγωγίσιμη στο σημείο Χο = 0 εί¬ 
ναι να είναι συνεχής στο σημείο αυτό. Προς τούτο, πρέπει και αρκεί να είναι 

Γ(0)= Ιΐπι Γ(χ)= Ηγπ ί(χ). Είναι όμωςί<0) = β, Ιϊιπ Γ(χ) = Ιίιτι (χ 4 +αχ+2) = 2, 

*-*0 - *-»0 + χ-*0* * -*0~ 

Ιΐπι ί(χ) = β οπότε έχουμε β = 2. 

X —>0 + 

Για να είναι η Γ παραγωγίσιμη στο χ 0 = 0, πρέπει και αρκεί να έχουμε 
ζ'(0) = ί„ > (0).Έχουμε όμως Γ α '(0)= Ιΐηπ = Πηι (Χ +αχ + 2 ) — 2 

X -*ο~ χ *-#ο“ χ 

χοα ί Λ '(0) = ΐ™ «ϊΗΜ= Ιιγπ * + 

χ-^0 + Χ χ->0 + Χ 

Για την εύρεση των παραπάνω ορίων, παρατηρούμε ότι οι συναρτήσεις Γ|, ί 3 
με τύπους Γ,(χ) = χ 4 + αχ + 2 και ί 2 (χ) = 2 + 1η(1 + χ 4 ) ορίζονται στο ΙΚ, είναι 
παραγωγίσιμες στο ΙΚ, ήρα είναι παραγωγίσιμες και για χ = 0. 
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Χ-*ϋ 


Είναι δε ί, '(Ο) = Ιίπι ((0) = Ιίπι ^ ~ 2 

Χ-+0 X 

ί 2 (χ) - ί,(0) 

χ -*0 


και 


*2 (0) - Ι*ιη 

1 -> Ο 


&ί® = Πη.ΙϋίΟϋ^χ» Γ ι '(χ) = 4χ ί +α, 


4χ 


<2*00 = Vχε ΙΚ οπότε ί,'(0) = α και ί,'(0) = 0. 

1 + χ 

Προκύπτει λοιπόν ότι είναι ί α '(0) = (['(0) = α και &'(0) = ί 2 '(0) = 0. 
Συμπεραίνουμε τελικά ότι η Γ είναι παραγωγίσιμη για X = 0, τότε και μόνο, όταν 
είναι α = 0 και β = 2. 

• Σχόλιο. Η μέθοδος εφαρμόζεται για τη συνθήκη παραγωγισμότητας σε σημείο 

χ 0 , συναρτήσεων της μορφής Γ(χ) = ί® 1 ^ αν χ - ^ οτην περίπτωση που οι 

1&( χ ) αν χ > χ 0 

τύποι 8ι(χ), § 2 ( χ ) είναι τύποι συναρτήσεων, παραγωγισίμων στο χ,,. 
Παρατηρούμε ότι για να είναι η ί συνεχής στο χ 0 πρέπει να είναι 

ί(χ„)= Ιΐιτι ί(χ)= Πγπ ί(χ) (Ι).Όμως Ηπί ί(χ) = Ιΐσι 8,(χ)= 8 |{Χο) και 

Χ->Χ 0 - Χ-ΪΧ0 

Ιίητι Γ(χ)= Ιίπι 8 ι (χ) = 8 2 (χ 0 ) αφού οι είναι συνεχείς στο χ<, 

* -δ Ϊ0+ X Χβ 

(σαν παραγωγίσιμες σ’ αυτό). Η συνθήκη (1) γίνεται 8ι( χ ο) = δίίχο) (2). 

! 8ι'(*ί χαι 


Με την προϋπόθεση τώρα 

της (2) έχουμε 

ν<*ο) = 

Ηιτι 

ί(χ)- 


= ΙίΐΏ 

8ι00- 

§ι( χ ϋ), 

*-**ο 

χ— 


*-»*ο 

X - 

*ο 

Γ «.'< χ ο) = 

Ιίπι 

Γ00- 

■ί(Χο) 

- Ππι 

ε 2 ( χ ) - 

-8ιί*ο> 

χ-»*0 

X- 

* *0 

χ-»%0 

X- 

■*β 


Χ-*Χ 0 


X- Χο 


αφού §ι(χο) = 8’( χ ο) ««ιοι είναι παραγωγίσιμες στο χ^. 

Η τελική συνθήκη για να είναι η ί παραγωγίσιμη για χ = χ 0 γράφεται λοιπόν 
(8ι(χο) = 8 2 ( χ ο) και 8] , ( χ ο) = 82 *( χ ο)Ι «ϋΐ δεν απαιτεί υπολογισμό ορίων, αλ¬ 
λά πράξεις παραγώγισης. 


ΘΕΜΑ 157 

^ θεωρούμε τη συνάρτηση ί: [0, 3] -> ΙΚ, συνεχή στο [0,3], παραγω¬ 
γίσιμη στο (0,3) και τέτοια ώστε να είναι Γ(0) - -2 και Γ(χ) > ί για 
θ < χ < 3. Να δείξετε ότι υπάρχει ένα και μόνο χ 0 με χ« ε (0,3) για το 
οποίο είναι 1(χ β ) = 0. 
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ΛΥΣΗ 

Η συνθήκη Γ'(χ) > 1 για Ο < χ < 3 
γράφεται (Γ(χ) - χ}' > Ο V χ € (0,3). 
Συμπεραίνουμε ότι η συνάρτηση % με 
τύπο £(χ) = ί(χ) - χ είναι αυστηριός 
αύξουσα στο (0, 3), αλλά επίσης και 
στο [0,31, αφού είναι συνεχής σ’ αυτό. 
Είναι λοιπόν 2 ( 0 ) < §(χ) για 0 < χ <3 
δηλαδή ί(0) < ί(χ) - χ για 0 < χ $ 3 
άρα και Γ(χ) > χ + Γ(0) για 0 < χ < 3 
δηλαδή ί(χ)>χ-2 για 0<χ<3. 
Σιηιπεραίνουμε ότι είναι ί(χ) > 0 για 
2 < χ < 3. Είναι όμως ί(0) = -2 < 0 
και επειδή η ί είναι συνεχής στο [0,3), 
υπάρχει Χο με 0 < Χο < 2 με Γ(χ<>) = 0. 
Τούτο είναι μοναδικό, αφού η ί είναι 
αυστηριός αύξουσα στο [0,3] 

(Γ(χ) > 1 > 0 για 0 < χ < 3). 


•Όπως το δεδομένο Γ (χ)>0 για κάθε 
χε (α 43) αξιοποιείται με το συμπέρασμα 
οτιη ί είναι αυστηρώς αύξουσα στο διά¬ 
στημα αυτό, έτσι και ένα δεδομένο της 
μορφής Γ(χ) > λ V χ ε (α, (3) οδηγεί 
στο συμπέρασμα ότι η συνάρτηση Γ(χ)-λχ 
είναι αιχπηριύς αύξουσα στο εν λόγιο διά¬ 
στημα. 

Γενικότερα οι ανισότητες 
Γ(χ) > χ V χ ε (α, (3) 

Γ(χ)>σννχ Υχε(α, Ρ) 

Γ(χ)£φ(χ) V χ ε (α.ρ) 

σημαίνουν αντίστοιχα ότι είναι αυστη¬ 
ριός αύξουσες στο (α,(3) οι συναρτήσεις 
2 

Γ(χ) - —, Γ(χ) - ημχ και Γ(χ) - Φ(χ) 

2 

όπου Φ(χ) μία παράγουσα της φ(χ) στο 
(α, Ρ). 


ΘΕΜΑ 158 

θεωρούμε τη συνάρτηση ί: ΙΚ —> ΙΚ με τύπο 

ίχ 2 -1 αν |χ| > 1 

«Χ)= χ 2 

Ιε - ε αν |χ| < 1 

α) Να δείξετε ότι η Γ είναι συνεχής στο ΙΚ, αλλά είναι παραγωγίσψη 
μόνο στο ΙΚ - {-1,1). 
β) Να βρείτε τα τοπικά ακρότατα της ί. 

ΛΥΣΗ 

α) · Σε καθένα από τα ανοικτά διαστήματα (-», -I). (1, +») και (-1.1) η ί 
είναι συνεχής και παραγωγίσιμη, αφού στα δύο πρώτα είναι Γ(χ) = Χ' - 1, ενώ 
στο τρίτο ί(χ) = β-β* 2 και οι συναρτήσεις χ 2 -1 και ε-β* 2 είναι συνεχείς 
• και παραγωγίσιμες στα αντίστοιχα διαστήματα. Εξετάζουμε τώρα τη συνέχεια 
και την παραγωγισιμότητα της ί στα σημεία -1 και 1. 
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Εχουμε λοιπόν Ιίτη Γ(χ)= Ιϊτη (χ*-1) = 0 καΒιύς επίσης και 

% -*-Ι _ 

2 

Ιϊγπ ί(χ) = 1 ϊγπ (β - 6*) = β - β = 0 και ί(-Ι) = 0. Άρα λοιπόν είναι 

χ -*♦—ΐ"*” χ -* — 1 

είναι Ηιπ ί(χ) = Ηγπ ί(χ) = ί(-1) = 0 και η Γ είναι συνεχής στο -1. 


χ-*-Ι 


λ —* -1 


Επίσης Ιϊιπ Γ(χ)= Ηπι (ο-ε ) = 0 και Ιϊγπ Γ(χ)= Ιίιιι (χ" - I) = 0 

*->-Γ χ-»-Ι* χ —· —I + *-*1 + 

και ί(1) = 0, οπότε η ϊ είναι συνεχής και για χ = 1. 

Η ί είναι λοιπόν συνεχής στο ΙΚ. 

• Παραγωγισιμότητα στα σημεία -1 και 1 

2 

Είναι ν(-Ι)= Ιίπι Ιϊγπ Ιίπτ (χ - 1)=-2 


Κ-*-\ 


Χ+1 *-»-Γ χ+1 


και Γ λ ' ( — 1) = Ιϊγπ ~ —5- (αοριστία ^]. Με κανόνα του ΗοκρΐοΙ 
χ+1 \ 01 


< 2χ<» 

βρίσκουμε ή,'(-1) = ϋιτ» ---- -- 2ε 
«-*-»♦ 1 


Άρα ί β '(-1)*ί Λ '(-1). Η ί δεν είναι παραγωγίσιμη για χ = -I. 

* 2 χ 1 

Όμοια,είναι ί β '(1) = Ηιπ = Ιίπι ®^*-= Ιίπι _2χε =-2ε 


X —► I 


χ- I 


Ά -> ί 


- χ- I 


*-»ι 


και νθ)“ Ι* 01 *—-= ϋιπ (χ + I) = 2. 

»^Ι + χ -»I + 

Είναι λοιπόν Γ„'(Ι) * ί ή '(1) και η ί δεν είναι παραγυιγίσιμη για χ=Ι. 

β) · Μονοτονία και ακρότατα της ΐ 

'2χ αν χ<-1 

Εχουμε Γ(χ)= _ 2χ / « ν -I < χ < 1 - 
ι2χ αν χ > 1 

Το πρόσημο τιις ί' και η μονοτονία της Γ φαίνονται στον επόμενο πίνακα 


X 

-ΟΟ _1 

0 

I +οο 

Γ(χ) 

- 


0 - 
- ι 

1 * 

Γ(χ) 



<1^ 

1 ^ 


Η ί έχει τοπικό μέγιστο για χ = 0 και είναι = Γ(0) = 6-1 >0. 
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Για χ = -1 και για χ = 1 η ί έχει ελάχιστο αφοί είναι Γ(-1) = Γ(1) = 0 και 
Γ(χ)£0 V χ € ΙΚ. 

Σχόλιο: Επειδή Ιίιτι - +«> και Ιϊπί = +«> η συνάρτηση δεν έχει μέγιστο. 


ΘΕΜΑ 159 

\ Έστω συνάρτηση ί: ΙΚ — > ΙΚ παραγωγίσιμη στο ΙΚ και ένας αριθ¬ 
μός λ<0. 

Αν ισχύει: Γ 3 (χ + 2) + λΓ 2 (3χ) + 3ε' _ι = 0 {1) για κάθε χ € ΙΚ και η 
συνάρτηση £(χ) = Γ(χ) - β* -3 (2) παρουσιάζει ακρότατο για χ = 3, να 
βρείτε το λ και το £(3). 

ΑΥΣΗ 

Εφόσον η £(χ) παρουσιάζει ακρότατο στο χ = 3 και είναι παραγωγίσιμη στο 
ΙΚ από το Θ. του Ρεπτίδΐ συμπεραίνουμε ότι §'(3)= 0. Από την (2) όμωςπα- 
ραγωγίζοντας παίρνουμε §'(χ) = ί'(χ) - β*" 3 και κατά συνέπεια ί'(3)=1. 
Παραγωγίζοντας όμως την (1) παίρνουμε 

3ί 2 (χ + 2)Γ(χ + 2) + 2λί(3χ)Γ(3χ)3 + 3β*" 1 = 0 στην οποία θέτοντας χ = I έχουμε 
3ί 2 (3)Γ(3) + 6λί(3)Γ(3) + 3 = 0 και εφόσον Γ(3) = 1 έχοχφιε 
ί 2 (3) + 2λί(3) +1=0 (3). Αλλά επειδή η Γ είναι συνάρτηση το ί(3) παίρνει μο¬ 
ναδική τιμή συνεπώς η εξίσωση (3) έχει μοναδική λύση άρα Δ = 0 ισοδύναμα 
4λ 2 -4 = 0 <=> λ = ± I όμως λ<0 οπότε λ = -1.Τηντιμή λ = -1 τη θέτουμε 
στην (3) και έχουμε Γ 2 (3) - 2Γ(3) +1=0» (ϊ(3) - I ) 2 = 0 δηλαδή Γ{3) = 1. 
Από την (2) για χ = 3 παίρνουμε £(3) = 0. 


ΘΕΜΑ 160^ 

Έστω Γ η συνάρτηση με τύπο 
• Γ(χ) = 1 + χ - 1π]β χ - β| 

α) Να βρείτε το (μέγιστο) σύνολο ορισμού Α της Γ και να δείξετε ότι 
V χ ε Α είναι 

ί(χ) = 1 - 1η|1 - β 1 "*) = χ - Ιπ|6 Κ -' -1| 

β) Να μελετήσετε τη μεταβολή της Γ στο Α κατασκευάζοντας τον αντί¬ 
στοιχο πίνακα μεταβολής. 
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ΛΥΣΗ 

α) · Η ί ορίζεται τότε και μόνο, όταν είναι χ € ΙΚ με β* # ο. Το σύνολο ορι¬ 
σμού της ί είναι λοιπόν το Α = ΙΚ - {1} = (-», 1) υ (1, +«). 

Παρατηρούμε ότι V χ ε Α είναι ε χ - ε = ε χ ( 1 - ε ,_ϊ ) οπότε 
1ηΙε χ - εΙ = 1π(ε χ ) + ΙηΙ 1 - ε ,-χ Ι = χ + ΙηΙ I - ε'~ χ Ι άρα λοιπόν χαι 
Γ(χ)=1+χ-χ-1η11-ε , " χ Ι=1-1ηΙ1-ε 1 - χ Ι Vχ ε Α 
Όμοια βρίσκουμε και ε* - ε = ε(ε χ_ι - 1) οπότε 
ΙηΙε χ - εΙ = Ιηε + ΙπΙε** 1 -11=1+ 1ηΙε χ_ι - 11 
και τελικά Γ(χ) = χ - 1ηΙε χ_ι - II V χ ε Α. 

β) · Η ί είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο Α (,ιε 
Γ(χ)= 1—= νχε Α 

χχ χ 

ε-ε ε-ε ε-ε 

Αρα Γ(χ)>0 για χ<1 και Γ(χ)<0 για χ>1. 

ι+1 

Επίσης Γ'(χ) =———(-ε*) = —5->0 νχεΑ. 

(ε-ε’) 2 (ε-ε*) 3 

Συμπεραίνουμε ότι η ί είναι αυστηρώς αύξονσα για χ < 1 και αυστηρώς φθί- 
νουσα για χ > 1, στρέφει δε το διάγραμμά της τα κοίλα προς τα άνω, σε καθέ¬ 
να από τα διαστήματα Η» 1) και (1,+*0· 

Η μεταβολή της Γ στο Α φαίνεται στον επόμενο πίνακα: 


X 

— 1 Ή» 

<·"<*) 

+ 


Γ(Χ) 

+ 

- 

Γ(Χ) 




—οο 

1 


• Όρια για χ —» + «> και χ -> - » 

Είναι Γ(χ)= 1 -ΙηΙ)-ε ι_χ Ι Υχε Α. Για χ—> + » έχουμε Πιη ε' ^ = 0 

και ΙηΙΙ -ε'“ χ Ι —> 0 για χ -+ + «. Θα είναι λοιπόν Ιίιτι Γ(χ) = I. 

Όμοια, για χ —> - 0α έχουμε ε χ ' ι -» 0 οπότε ΙηΙε χ_ι — 1 ί —> 1π 1 = 0 για 
χ —> _ οο χαι τελικά Ιίητι ί(χ) = Ηπι [χ - 1ηΙε'”' - 11] = 

• Διάγραμμα της Γ. 

Η Γ έχει για χ -» + <*>, οριζόντια ασύμπτωτο την ευθεία γ - 1 και για 
χ —> — πλάγια ασύμπτωτο τη διχοτόμο γ = χ, αφού είναι 
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ί(χ) - χ — —ΙηΙε χ_ι - 11 —» Ο για χ->- 



οο 


ΘΕΜΑ 161 

μ) Έστω ί: (0, +«>) —»ΙΚ η συνάρτηση με τύπο Γ(χ) = 1 - * + Ιηχ (χ > 0) 

I χ 

ν} και £:(0, +°°) η συνάρτηση με τύπο £(χ) = |χ - Χ|1ηχ για χ > 0. 

Να μελετήσετε την παραγωγισιμότητα των Γ, § για χ > 0, να βρείτε 
τα όρια αυτών για χ —> 0 + και χ — » + «= 

Να μελετήσετε τη μονοτονία και το πρόσημο των τιμών Γ(χ) για χ > 0 
και να βρείτε το σύνολο τιμών της ί. 
β) Να μελετηθεί η μεταβολή της § στο (0, +»Ι και να σχεδιάσετε τον 
αντίστοιχο πίνακα μεταβολής. Σχεδιάστε επίσης το διάγραμμα (Ο 
της %. (Μελέτη της §"). 


ΛΥΣΗ 


α) Έχουμε- 

χ 


για χ —> 0 + και Ιιιχ —»- «> για χ —» 0 + . Άικ< λοιπόν θα 


I 


είναι και Γ(χ) = 1 + Ιηχ 

χ 


για χ—> 0 + . Επίσιις £(+“) = Ιΐηι ί'( χ) = +°°. 


Είναι επίσης §(χ> = (1 - χ) 1 ηχ για 0 < χ < 1 και §(χ) = (χ - ! ) 1 πχ για χ > 1 , 

ίΐ 


έχουμε δε Κιη(χΙηχ) = Ιΐισ · 1 ^ 4 = Ιίπι 


»-*ο 


«♦Μ 


* -*0 1 ι·ίθ|- 1 


,* 1 


= _ Ηγπ ί- = 0. 


»-»ο 


,* ] 


Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι είναι 
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Ιίιη §(χ) = Ιϊγπ (I - χ)1ηχ = 1ίεη (Ιηχ - χΐηχ) = -» - Ο = -». 

*-*()'*' χ-*η* 

Τέλος, είναι χαι §(-Η») - Ιίηι (χ - 1 )1ηχ = +». 

31 

• Παραγωγός της Γ. Η Τ είναι παραγωγίσιμη. V χ > 0 και είναι 


Γ(χ) = - + * = χ+ * Vχ>.0 οπότε Γ(χ)>0 Υχ>0 

2 ν 2 

X * X 

ενώ ί"(χ) = -——- = - * + ~ < 0 για κάθε χ>0. 

' 3 3 3 

XX X 

Η ί είναι αυστηρός αύξονσα και στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω στο διάστη¬ 
μα (0. -Η»). Η μεταβολή της Γ φαίνεται στον επόμενο πίνακα 


X 

0 


-Η*> 

V '(χ) 

— 

Γ(χ) 

+ 

ί(χ) 



—Μ 


• Πρόσημο και σύνολο τιμών της Γ 

Είναι ί( 1) = 0. Άρα λοιπόν Γ(χ)<0 για 0<χ< 1 και Γ(χ) > 0 για χ> I. 
Το σύνολο τιμών της ί. αφοί* είναι συνεχής στο (0,+») με ί{0 + ) = - “ και 
ί'(+οο) = + οο, είναι το σννολο ΙΚ - {-», +»). 

• Παραγωγισιμότητα της § 

1(1 -χ)Ιπχ για 0 < χ < 1 , , „ , 

Εινιιι ο(χ)=! . Εχουμε λοιπόν για 0 < χ < 1 

6 |(χ-1)Ιηχ για 1<χ<+» 


2 '{χ)= '-^--Ιηχ=-ί(χ)>0, αφού ί(χ) <0 για 0 < χ < I. Ενώ για 

I < χ < +» είναι § '(χ) = χ -~ ·* + Ιηχ = ί(χ) > 0 αφού ί(χ) > 0 για χ > I 

χ 

Επίσης £,'(])= Ιΐηι 1^1.“«III = -Πηι Ιηχ = 0 και 

α-* I” <Ί — 1 χ-41“ 

8/(1)= Πηι (*-01πΧ -ο.Άρα δ '(1) = 0. 

*-*ι + *-> 


• Δεύτερη παραγωγός της § 

Για 0 < χ < 1 είναι '(χ) = -Γ(χ) = - χ + - <0. Επίσης, για 1 < χ < + <» 

χ* 

χ + I 

Επίσης, για 1 < χ < + » είναι '(χ) = ί'(χ) = — > 0,Έχουμε όμως 


χ 
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<8') β ' (1)= Κπι ^^-=-Ηιη 1+ !πχ 




-χ-1 


Ιηχ 
χ- 1 


1 για χ 


χ—► 1 

1 (Ηοερΐΐαΐ) 


χ — ί 


= -2 αφού 


Επίσης ( 8 'νθ)= Ικη ^- = ϋππ 
. + χ — 1 


1 + Ιηχ 
χ χ-1 


= 2. 


χ-> Γ Λ * χ —* 1 

Η § δεν έχει δεύτερη παράγων© Υ« ι χ - 1. Η ^ταβολή της § φαίνεται στον 
επίηιενο πίνακα 


8"(Χ) 


8'(χ) 


8(χ) 


1 


+σο 


ί Λ 2Χ 
(0,1 ) 


• Διάγραμμα της § 



ΘΕΜΑ 162 

^θεωρούμε τη συνάρτηση Γ: (0, +«) —» ΙΚ, με τύπο 
Γ(χ) = (χ + 1) β - χ“ (α £ ΙΚ) 

α) Να μελετήσετε την ( ως προς τη μονοτονία όταν α ε ΙΚ. 
β) Να δείξετε ότι η εξίσωση 7* + 3 Χ = 6* + 4* έχει ακριβώς δύο λύσεις 
τις Χ| = 0 και χ 2 = 1. 
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ΛΥΣΗ 


α) Η Γ είναι παραγωγίσιμη στο (0, -Η») και έχουμε 

Γ(χ) = α(χ + I) 0 " 1 - αχ" -1 = α[(χ + 1- χ"* 1 ] V χ > 0 
Διακρίνουμε τώρα τις περιπτώσεις: 

1) α = 0 είτε α = I 

Είναι Γ(χ) = 0 V χ > 0, οπότε η ί είναι σταθερή, με Γ(χ) = 0 V χ > 0 όταν 
α = 0 χαι Γ(χ) =1 V χ > 0 όταν α = I, 

2) α > 1 είτε α < 0 

Στην πρώτη περίπτωση, είναι α - 1 > 0, άρα 

(χ+1Γ'>χ“- 1 V χ >0 χαι Γ(χ)>0 Υχ>0 

Στη δεύτερη, έχουμε (χ + 1)' ι_ι < χ“ _1 , V χ > 0, οπότε πάλι είναι 

Γ(χ) > 0 V χ > 0, αφού α < 0. Η Γ είναι αυστηρώς αύξουσα σι*νάρτηση. 

3) 0 < α < 1 

Είναι (χ + 1)«-' < χ"- 1 V χ > 0, άρα χαι Γ (χ) < 0, V χ > 0. 

Η Γ είναι αυστηρώς φθίνουσα στο (0, +»). 

β) Η εξίσωση γράφεται 7* - 6* = 4 Χ - 3*. 

Θεωρούμε τη συνάρτηση Γ: (0, +°°) -> ΙΚ με τύπο ί(Ι) = (ί + 1)* - 1 χ V I > 0 
(ανεξάρτηση μεταβλητή το I). Η εξίσωση γίνεται Γ(6) - ί(3). 

Παρατηρούμε ότι αν είναι χ * 0 και χ * 1 η ί είναι αυστηρά μονότονη άρα 
και 1-1 χαι η ισότητα ί{3) = ί(6) είναι αδύνατη. 

Για χ = 0 είτε χ = 1 η ί είναι σταθερή και φυσικά έχουμε Γ(6) - ϊ(3). Η εξί¬ 
σωση έχει λοιπόν μοναδικές λύσεις, τις χ ι = 0 και χ 2 = 1. 


ί ΜΑ 163 



’Εάν η γραφική παράσταση της Γ έχει ασύμπτωτο στο +» την ευ 
θεία χ = 5χ-1 να βρεθεί το όριο 


Ι ίη) χί(χ)-3χ 2 + 5χημχ 
* _>+ “ χ 2 Γ(χ) - 5χ Λ + 4ημχ' 





X ] X 
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Έχουμε όμιος Ηπι ^- = 5 και Ητη [ί(χ) - 5χ] =-1 όιότι γ = 5χ — ! είναι 


ασύμπτωτος της Γ στο -η». Ακόμη έχουμε 


|!Μ|<1,χ>° 


χαι 


ημχ 


<— οπότε 
χ" 


Ηιώ -’ϊ- = Ιϊιτπ Φ* =0 όιότι Πιο 1= Πγπ 1 = 0. 


X +·* X * -* +» 


*«++“ X *“*+*■ χ- 


Άρα I ϊ γπ 


Γ(χ) 1 + 5 ^ 

χ χ 5 - 3 + 5 · 0 


= - 2 , 


«*)-5χ + 4 ΠΚί' - |+4 0 


Οπότε το ζητούμενο όριο είναι -2. 


ΘΕΜΑ 164 

„ ( Δίνεται συνάρτηση Γ παραγωγίσιμη στο ΙΚ. Εάν η Γ έχει όριο στο 
+°° και |ΐηι (Γ(χ) + Γ'(χ)) = 3 να δείξετε ότι 

Χ-ί +« 

Ιίπτ Γ(χ) = 3 και Ηηι Γ(χ) = 0 

χ —# +ρο χ - 


ΛΥΣΗ 


Είναι Γ(χ) + Γ(χ) = =ί^)1 

€* (*Υ 


• ΈστωΙίιη Γ(χ)^0 τότε Ιΐιη Γ(χ)= Πγπ 


ί(χ)ε 


« Ιίνη = Πιη (ί(χ) + Γ(χ)) = 3. 

(β*)' 


θέτουμε Φ(χ) = Γ(χ) + Γ(χ) οπότε Γ(χ) = ί(χ) - Φ(χ) και 
Πιο Γ(χ)= Πιο ί(χ)- Ιίηι Φ(χ) = 3- 3 = 0. 

Λ — 


Αρααν Ηηι Γ(χ)*0 τότε Ιΐτη ί(χ) = 3 και 1ίιηΓ'(χ) = 0. 


•Έστω Ηηι Γ(χ) = 0. Εφαρμόζουμε το Θ.Μ.Τ. του Είΐ§ηιη§6 στο διάστημα 

Χ-*+» 

[χ, χ + 1] δηλ. υπάρχει ζ ε (χ, χ + I): Γ(ξ) = Γ(χ + 1) - Γ(χ). 
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Εφόσον χ -4 + <» και χ < ξ < χ + 1 θα έχου(ΐε και (χ + 1) + «> και 

| Άρακαι Ιΐτη ί(χ+ 1) = 0 οπότε και Ιϊπι Γ(ξ) = 0. 

Άτοπο διότι Ιίιη (ί(χ) + Γ (χ)) = 3, 

X -*4« 

Συνεπώς Ιϊηι Γ(χ) *0 οπότε Κτη ί(χ) = 3 και Ιίιη Γ(χ) = 0. 

X —►+« *-*■*-» Χ-*-Η» 


ΘΕΜΑ 165 

^ Για κάθε α ε ΙΚ, θεωρούμε τη συνάρτηση ί (< : ΙΚ -»■ ΙΚ, με 
, ί - χ 1 [(1ι»(χ ί ) - α] αν χ * 0 

ί,(χ)={2 

1 0 αν χ = 0 

της οποίας το αντίστοιχο διάγραμμα σημειώνουμε με 
α) Να βρείτε την παράγωγο Γ λ τ (χ) για χ * 0 και να δείξετε ότι η Γ εί¬ 
ναι παραγωγίσιμη για χ * 0. 

β) Να λύσετε την εξίσωση Γ α '(χ) = 0 και να δείξετε ότι τα αντίστοιχα 

σημεία Μ(χ, Γΐχ» που αντιστοιχούν στις λύσεις αυτής της εξίσωσης, 

2 

είναι V α ε ΙΚ σημεία της παραβολής ν = - Χ . 

2 

ΛΥΣΗ 

2 

α) Για χ*0 είναι Γ'{χ) = χ[1η(χ 2 )- α] + — — δηλαδή 

^ χ" 

ί„'(χ) = χ + χ[1η(χ-) - α] = χ[ I - α + 1π(χ 2 )1 για χ * 0. 

Για χ * 0 έχουμε = ! Χ [1πχ(χ 2 )-«] δηλαδή 

χ 2 

ί(χ)-ηθ) = 1 χ1π(χ 2 ) _αχ γιαΧ 9 ί 0, 

X 2 2 

2 

Είναι όμως ——>0 για χ—>0 και 1ϊπΊ[χΙη(χ')] = Ιΐτη ' η * χ - 

2 *-*ο χ-*ο 2 

χ 

2χ 

2 

άρακαι Ιΐτη (χΐη(χ')] = Ιίιη | χ - - = Πητ (—2χ) = 0 (κανόνα Ηοκρΐΐαΐ) 

χ-*θ/ | \ χ —»<1 


X 
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Βρίσκουμε λοιπόν ότι 1ίιη ^ χ ^ -0, οπότε Γ (1 '(0) = 0 V α € ΙΚ. 
*-»ο χ 


β) Για χ * 0, θα είναι Γ α '(χ) - 0 τότε και μόνο, όταν είναι 1 - α + 1η(χ 2 ) = 0, 
δηλαδή αν και μόνο είναι 1η(χ 2 ) = α - 1 δηλαδή χ 2 = σ' 1 " 1 . 

Για τις τιμές όμως αυτές του χ, είναι 1π(χ 2 ) = α-1 και 


«χ)=Ιβ°Λα-1 


ν I «-Ι ί 2 
α) = β = ~ χ ■ 

2 2 


1 2 

Αρα λοιπόν, τα σημεία (χ, γ - ί(χ)) είναι σημεία της παραβολής γ = - ~ χ 

όπου τέτοιο είναι και το (χ = 0, Γ(0) = 0) που αντιστοιχεί στη λύση χ = 0 της 
εξίσωσης ί,,'(χ) = 0. 


ΘΕΜΑ 166 

Δίνεται συνάρτηση Γ αυστηρά θετική με αυστηρά φθίνουσα πρώτη 
παραγωγό στο [α, β] και Γ(α) = β®, Γ(β) = ε Ρ , 

Να δείξετε ότι V ο ε ΙΚ υπάρχει ακριβώς ένα χ^ε (α, β) στο οποίο 
η εφαπτομένη στη 0| στο (ν,,, Γ(χ 0 )) είναι παράλληλη στην ευθεία (ε) 
με εξίσωση ν = Γ(χ<))χ + ε. 

ΛΥΣΗ 

Η εφαπτόμενη στη στο σημείο (χ 0 , ί(χο)) έχει συντελεστή διεύθυνσης ί'(Χο) 
για να είναι παράλληλη στην ευθεία (ε) πρέπει να ισχύει Γ(χ ΰ ) = ί(χ 0 ). Αρκεί 
λοιπόν να δείξουμε ότι η εξίσωση Γ(χ) = Γ(χ) έχει μοναδική ρίζα στο [α, β]. 
Παίρνουμε τη συνάρτηση Φ( χ) = Ιηί(χ)-χ 
η οποία είναι παραγωγίσιμη στο [α, β] 
άρα και συνεχής/Εχουμε 
Φ(α) - Ιηί(α) - α =: Ιπε 11 - α = 0 και 
Φ(β) = 1πί(β) - β = Ιπε^ - β = 0 
Άρα ισχύουν οι προΐ'ποθέσεις του θ. ΚοΙΙε 
συνεπώς υπάρχει τουλάχιστον ένα 

χ„€ (α,β): Φ'(χ„) = 0<=>^-^~ =51 «=> Γ(Χο) = Γ(χ 0 ) 

ίΐχ 0 ) 


• Εφόσον ί(χ) > 0 V χ € [α, β] η εξί¬ 
σωση Γ(χ) - έ(χ) ισοδύναμε ί με την 

051= 1 <=>(1ηΓ(χ)-χΓ =0 
ί(χ) 

Αρκεί λοιπόν για τη σι*νάρτηση 
Φ(χ) = 1ηΓ(χ) - χ να εφαρμόζεται το 
θ, Κοίΐε. 








145 


Μοναδικότητα 

Εάν Γ(χ) < 0 V χ 6 (α, β) τότε η Γ αυστη¬ 
ρά φθίνουσα στο [α, β], άτοπο αφού β“ < ε* 1 . 

Λρα 3 χ, ε (α, β]: Γ(χ)>0 V χ ε (α, Χ[) 

εφόσον ί' αυστηρά φθίνουσα. 

Στο διάστημα [χ,, β] (αν υπάρχει διότι αν χ, = β Β« είναι σημείο) η εξίσωση 
ί' (χ) - ί(χ) = 0 θα είναι αδύνατη διότι Γ(χ)<0 και —ί^χ) < 0 άρα η τουλάχι¬ 
στον μία ρίζα της εξίσωσης, που αποδείξαμε ότι υπάρχει θα ανήκει στο (α, χ ( ). 
Σ' αυτό όμως το διάστημα η Γ'(χ) > 0 άρα η Γ(χ) αυστηρά αύξουσα, η δε Γ(χ) 
αυστηρά φθίνουσα, συνεπώς η ρίζα τιις Γ(χ) - ί(χ) = 0 θα είναι μοναδική. 



ΘΕΜΑ 167 

\] Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας της (“(χ) = χ ι ηχ 1 και να δεί- 


I Κ 

ξετε ότι για κάθε χε (0, +«) ισχύει - < ε . 

χ 


ΛΥΣΗ 

Η Γ(χ) = χ(Ιη1 - Ιηχ) =-χΙηχ και είναι παραγωγίσιμη V χ > 0 με 

Γ(χ) = -Ιηχ-χ — = -1πχ- 1. Για χ = -■ η ί'(χ) μηδενίζεται και Γ(χ)>0 για 
χ σ 


0 < χ < -, Γ(χ) < 0 για χ > —. Αρα η ί είναι χ 


αυστηρά αύξουοα στο |θ, — 


νουσα στο 


γΗ· 


συνεποκστο - παοου- 
ε 


X 

0 1/β 

Πχ) 

+ I 


ί(χ) 




σιάζει μέγιστο το ί(-] = 1. Έχουμε λοιπόν ί(χ) <1 V χ > 0 δηλαδή 

\β/ β β 


χΐη-<-<=> 1π Λδ —ο--< β 


χ ο 


χ οχ 














146 


ΘΕΜΑ 168 

\ I Έστω συνάρτηση δύο φορές παραγωγίσιμη στο ΙΚ τέτοια ώστε 
■ ί(Γ(χ)) > (χ -1) 2 (I) για κάθε χ ε ΙΚ 

Αν η Γ παρουσιάζει τοπικό ακρότατο για χ = 1 και η γραφική της πα¬ 
ράσταση διέρχεται από την αρχή των αξόνων να δείξετε ότι Γ'(1 1 = 0. 

ΛΥΣΗ 

θεωρούμε τη συνάρτηση Φ(χ) = ί(Γ(χ)) - (χ - I) 2 £ 0, V χ ε (Κ. Όμως η ί 
παρουσιάζει ακρότατο στο χ = 1 που είναι εσωτερικό σημείο και η ί είναι πα- 
ραγωγίσιμη στο ΙΚ, συνεπώς Γ(1) = 0 (Θ. ΡεπτυιΙ). 

Άρα Φ(1) = Γ(Γ(Ι)) - (I - I) 2 = Γ(0), αλλά 5(0) = 0 διότι η γραφική παράστα¬ 
ση της Γ διέρχεται από την αρχή των αξόνων. Οπότε Φ( I) = 0. 

Έχουμε λοιπόν για την Φ: Φ(χ) > Φ( 1) δηλαδή η Φ παρουσιάζει ελάχιστο στο 
1 κατά συνέπεια Φ'(1) = 0. Αλλά Φ'(χ) = Γ'(ί'(χ))Γ '(χ)-2(χ- 1) και 
Φ'(|) = Γ(Γ'(1 ))ί''(1) = Γ(0)5''(I). Η σχέση λοιπόν Φ'(1) = 0 ισοδυναμεί με 
την Γ(0)Γ"(1) = 0 (2). Αλλά Γ(0)*0 διότι αν Γ(0) = 0 τότε από την (1) 
Βα έχουμε ί(0) > (0 - 1 ) 2 » 0 > I που είναι άτοπο, άρα Γ(0) * 0. 

Συνεπώς από τη (2) έχουμε Γ"(1) = 0. 


ΘΕΜΑ 169 

\| Έστω ί: (-1, 1) —> )Κ, συνάρτηση παραγωγίσιμη για χ = 0 και τέ¬ 
τοια ώστε για κάθε χ ε (-1.1) να είναι |Γ(χ)| 5 αημχ + συνχ + χ 2 -1 (1). 
α) Να δείξετε ότι είναι Γ(0) = 0 και α = 0. 

β) Να δείξετε ότι συνχ + χ 2 -1 £ 0, V χ 6 (-1,1) και ότι υπάρχει συνάρ¬ 

τηση ί παραγωγίσιμη στο (-1,1) τέτοια ώστε να επαληθεύει την (1), 

ΛΥΣΗ 

α) Για χ =0 παίρνουμε από 
την (1) ΙΓ(0)Ι<0. Θα εί¬ 
ναι λοιπόν Γ(0) = 0. 

Η (I) γίνεται επίσης 

-αημχ - συνχ - χ 2 + I < ί(χ) < αημχ + συνχ + χ 2 - I , V χ ε (-1. 1) 

οπότε έχουμε Γ(χ) - αημχ - συνχ - χ 2 + 1 < 0 V χ ε (-1. 1) (2) 

και Γ(χ) + αημχ + συνχ + χ 2 - I > 0 V χ ε (-1. I) (3) 


• Κεντρική ιδέα: Σε περιπτώσεις που μπορούμε 
\α|ίεβακόσοΐ'με ότι μια συνάρτηση Γ έχει ακρότατο 
για χ = ξ (εσωτερικό) και ότι είναι παραγωγΐσψ η 
για χ = ξ, συμπεραίνουμε ότι είναι Γ(ξ) = 0. 
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Παραποιούμε τώρα ότι για χ = 0 τα πρώτα μέλη των (2) και (3) παίρνουν 
την τιμή ί(0) — α·0 — 1— Ο 2 + 1 = 0 και ί(0) + α·0 + I + Ο 2 - I = 0 αντίστοιχα. 

Συμπεραίνουμε ότι οι συναρτή¬ 
σεις με τύπους 

Φι(χ) = Γ(χ)-αημχ - συνχ-χ 2 + 1 
και 

φ^ίχ) = ί(χ)+αημχ + συνχ+χ 2 - I 
έχουν για χ = 0 εσωτερικό μέγιστο 
και ελάχιστο αντίστοιχα, και επει¬ 
δή είναι παραγωγίσιμες για 
χ = 0, θα έχουμε 
Φ['(0) = 0 και φ 2 '(0) = 0. 

Είναι όμως φη '(χ) — Γ(χ) - ασυνχ + ημχ - 2χ και 

φ 2 '(χ) = Γ(χ) + «συνχ-ημχ + 2χ οπότε φ, '(0) = Γ(0)-α = 0 και 

φ 2 '(0) = Γ(0) + α = 0. 

Προσθέτοντας κατά μέλη έχουμε 2Γ(0) = 0 άρα λοιπόν Γ'(0) = 0 οπότε εί¬ 
ναι και α = 0. 


• Μόνο η ανισότητα Γ(χ) < α V χ € Δ 
δεν αρκεί για να βεβαιώσουμε ότι η Γ έχει 
μέγιστο ίοο με το α. Χρειάζεται να βεβαι- 
ώσουμε ότι για κάποιο χ ( ,€ Δ η τιμής της 
συνάρτησης γίνεται ίση με α. Με τα πρό¬ 
σθετα δεδομένα τότε, ότι το Χο είναι εσω¬ 
τερικό σημείο του Δ και ότι η ί είναι πα- 
ραγωγίσιμη στο X#, σιηιπεραίνουμε ότι εί¬ 
ναι και ί'(χ ο ) = 0. 


β) Θεισρού^ τη συνάρτηση Φ(χ) = συνχ+χ 2 -1 
η οποία είναι παραγιογίσιμη στο (-1,1) με 
Φ'(χ) = -ημχ+ 2χ και Φ"(χ) = 2-συνχ. 
Η Φ"(χ) είναι αυστηρά θετική Υχε (-1,1), 
κατά συνέπεια Φ'(χ) αυστηρά αύξοι*σα στο 


X 

-1 0 ι 

Φ"(Χ) 

+ 

φ'(χ) 

-ο·— 

Φ(χ) 

\ 

Ο 


(-1, 1) και είναι Φ'(0) = 0. Έχουμε λοιπόν Φ'(χ)<0 για —1 < χ < 0 και 
Φ'(χ) > 0 για 0 < χ < I. Συνεπώς Φ(χ) αΐΌτηρά φθίνουσα στο (-1,0) και 
αυστηρά αύξοιχια στο [0, I), άρα Φ(χ) £ Φ(0) V χ € (-1, I) δηλαδή 
σι*νχ + χ 2 - 1 £ 0 V χ ε (-1,1). Εφόσον αποδεί^ιε ότι α = 0 η {1) γίνεται 
Ιί(χ)Ι έ συνχ + χ 2 - 1 και εφόσον συνχ + χ 2 - 1 £ 0 V χ ε (-1,1) υπάρχει τέ¬ 


τοια συνάρτηση λόγου χάριν η 


ί(χ) = ~ (συνχ + χ'- 1). 


ΘΕΜΑ 170 

ν Δίνεται η συνάρτηση Γ(χ) = αβ χ + ββ - * ορισμένη στο ΙΚ. 
α) Να βρεθούν τα α,βε ΙΚ αν η Ο,· παρουσιάζει σημείο καμπής σε σημείο 
στο οποίο η εφαπτομένη της Ο,· είναι η ευθεία V = 2^"2 χ + ι/2’ 1η2 ρ 
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► 

β) Να βρεθεί η απόσταση του σημείου Α(3,0) από την 0 Γ και αν Μ<, 
το σημείο «ου έχει αυτή την απόσταση από το Α να βρείτε το εμβα- 
δό του τριγώνου ΑΜ 0 Β όπου Β το σημείο που τέμνει η εφαπτομέ¬ 
νη της στο Μ 0 τον χ'χ. 

ΛΥΣΗ 

α) Η ί είναι παραγωγίσιμη με Γ(χ) = αβ χ - ββ" χ και η Γ παραγωγίσιμη με 
Γ '(χ) = αε χ + ββ" χ V χ € ΙΚ. Εφόσον η ί είναι όνο φορές παραγωγίσιμη αν 
παρουσιάζει οημείο καμπής σε κάποιο Χο τότε ί"(χο) = 0 άρακαι ί(χ 0 ) = 0 
αφοό ί' '(χ) - Γ(χ) V χ € ΙΚ. 

Η εφαπτομένη στο (Χο, ί(Χο)) δηλαδή στο (χ 0 .0) είναι 
. X = Π*ο) (χ - χ 0 ) «=» Υ = ί' (χο)χ - χ οί' (Χο)· Αρα έχουμε 

ί(ι«-0 \ α€"° + Ρβ"*°=0 I ^ + (,νΤ = ° 

Γ(ν = 2β «'-Οβ^-ία _£— <2 
και -χ 0 Τ > (χ 0 )= ΥΙΐιώ) -^2/2 = VI 1η2/ 

χ 0 = -Ιη/2 

α = -2β | β—1 \ , η, 

α-2β = 4 } α = 2 | οπότε η £(χ> = 2β -ε . 

χ υ = -ΙηΥ^Ι χ 1) = -Ιη> Γ 2] 

β) Η απόσταση του Α(3,0) από τυχόν σημείο 
Μ(χ,ί(χ)) της 0* είναι Φ 2 (χ) = ί 2 (χ)+(χ-3) : 
με 2Φ(χ)Φ'(χ) = 2ί(χ)ί'(χ) + 2{χ - 3). 

Εφόσον η Φ παραγωγίσιμη στο ΙΚ αν παρου¬ 
σιάζει ακρότατο σε κάποιο Χο τότε Φ' (χ 0 ) = 0 
Οπότε το Χο θα είναι ρίζα της εξίσωσης 
Γ(χ)Γ'(χ) + (χ-3) = 0 (1) 

Αλλά επειδή (Γ(χ)Γ(χ) + χ — 3)' = 

= Γ(χ)Γ(χ) + ί(χ)Γ'(χ)+ I = 

= (ί' (χ)) 2 + (ί(χ)) 2 + 1 > 0 V χ € ΙΚ αν υπάρχει ρίζα της (I) θα είναι μοναδική. 
Η (1) ισοδυναμεί με την (2ο χ - ε" χ ) (2ε χ + β" χ ) + χ - 3 = 0 η οποία έχει προ¬ 
φανή ρίζα το μηδέν και επειδή [Φ(χ)Φ '(χ)]' - (ί'(χ)) 2 + (ί(χ)) 2 + ' > 0 => 
=> (Φ 2 (χ )Γ' >0 άρα παρουσιάζει ελάχιστο Χο = 0 το 
φ(0) = λ/γ 2 (0) + (-3)" = ΉΟ. Το σημείο Μ 0 είναι το (0, 1) αφού Γ(0) = 1. 
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Η «ραπτόμενη στο (0,1) είναι: γ -1 = Γ(0) (χ - 0) <=> γ = 3χ + 1 και β|- θ|. 

Αν 0 είναι η αρχή τι»ν αξόνων έχουμε ότι το εμβαόό του τριγώνου ΑΜηΒ είναι: 


Ι(βα)<ομ 0 >.Ι(3 + Ι)·..Η = Ι^ 


ΘΕΜΑ 171 

. 1 

α) Να μελετηθεί η συνάρτηση ί(χ) = 1 + χ ως προς μονοτονία * ακρό- 

3χ 2 -1 

τατα - κοίλα και να βρεθούν οι ασύμπτωτες, 
β) Να δείξετε ότι η εξίσωση Γ(χ) = Ιηχ έχει δύο ρίζες X], \ 2 με 
0 < χ, < 1 < χ 2 < 2. 

γ) Να δείξετε ότι το σύνολο τιμών της φ(χ) = . είναι το 

{Φ( Χι ),Φ(χ 2 )). 

.. . Φ(χ), X > θ 

δ) Αν 0(χ)= 


(χ 2 + ΐ) 2 


να βρεθεί ο α έτσι ώστε η Ο να είναι συνε- 

α » χ 

χής στο χ« = 0 και κατόπιν να εξετάσετε αν η Ο είναι παραγωγίσι- 
μη και αν ορίζεται εφαπτομένη της καμπύλης Ο ΰ σ' αυτό. 


ΛΥΣΗ 


α) Η Γ έχει σύνολο ορισμού το 

|*-ί ± ^1 και είναι 2 φουές πα- 

I 3 ί 

ραγωγίσιμη σ' αυτό, με 


Γ(Χ)=- 


8χ 

1 3 1 

(3χ-1) 3 


5"/ χ \_8(9χ_+1) 
(3χ -1)' 


Ο ϊτίναχης μετ<φολής Είνοι 


X 

Γ(χ) 

— -0/3 ι 

~ 

ο Ο 

Ρ " ■ 

/3 + 

Γ"(χ> 

+ Γ “ 


Γ + 

«X) 

^ 7 ΐΓ 

Γ(0) 


ρΓ 

Γ ^1/3 


Η ί'(χ) είναι ετερόσημη του χ άρα η Γ είναι 
αυστηρά αύξουσα στα διαστήματα 

και αυστηρά φθίνουσα 


και έχει μέγιστο το 




στα 


ο-τΗΊτ·^ 


ί(0) = -1.Η Γ'(χ) είναι ομόσημη του 3χ 2 - ! 
άρα η 0 Γ είναι κυρτή στα διαστήματα 
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ϊ, _ ίΣ | και . +ο»| και κοίλη στο , 1. Επειδή Ηγπ Γ(χ) = +« 

3 

ΐ/ϊ 

και ϋπΊ Γ(χ)=-~ η ευθεία χ = --!^ είναι χαταχόρυφη ασύμπτωτος. 

«+ 3 

*-+-ύ 

3 

Όμοια Ηγπ ί(χ)=-«και Ηιη ί(χ) = +»ηχ=^Σ είναικατακόρυφη 

3 

3 3 

ασύμπτωτος. Το 6ε Ιίιπ ί(χ) = Λ οπότε η γ = - είναι οριζόντια αιπί^ιπτωτος 

3 3 


και στο 


X —»± « 

και στο +«>. 


β) Η §(χ) = ί(χ) - Ιηχ είναι σννεχής στα διαστήματα |0,-ΪΛ| και 


Υ~3 


ντ 


. +°° 


Ιΐιη §(χ) = Ηιτ» (Γ(χ) - Ιηχ) = -1 -η» = -η» και Ιίιη §(χ) = Πγπ (Γ(χ)—Ιηχ) = 

χ-*0 χ-»0 


.νΤ 


3 


= _ |η ΪΣ =-οο συνεπώς υπάρχει τουλάχιστον ένα χ, € (0, — ]:§(χ,) - 0 


VI 


Αλλά §'(χ) = Γ(χ) - - < 0 διότι ί'(χ) < 0 στο |θ, άρα υπάρχει ακρι¬ 
βώς ένα χμ §(Χ|) = 0 στο διάστημα αυτό. 

Όμοια στο(Σϊ,-Η*>1 Ιίπι §(χ)=+<»-1η — = +« και Ηιτι §(χ) = — -»=-» 
\3 I 3 *-*♦- 3 

3 

και §'(χ) = Γ(χ)--<0 συνεπώςι*πάρχει ακριβώς ένα χ 2 στο 
τέτοιο ιοστε £(χ 2 ) = 0 και επειδή §( 1) = Γ( 1) - ίη I = ! >0 και 

8(2) = ί<2) — 1η2 = — Ιη2< ——1ηνβ< — - ’-<0 το χ,€ (1,2). 
εν ' 11 11 112 

Αρα υπάρχουν ακριβιάς δύο ρίζες χ,. χ 2 της εξίσωσης ί(χ) = Ιηχ με 

ντ 

0< χ, <-—< 1 < χ, < 2. 


γ) Η Φ είναι παραγωγίσιμη στο (0, +«») μιε 

Φ'/ν^- ( ,ηχ + 1 )(χ + 1)*-χ1η*2(χ'+ 1)2χ _χ*+ 1 -(3χ'-1)1ηχ 

ψ ' Χ ' 2 4 2 3 

(X + 1) (X + 1) 
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Η Φ'(χ) μηδενίζεται για χ 2 + I = (3χ 2 + 1)1 πχ η οποία έχει ρίζες τις ρίζες 
της ί(χ) = Ιηχ δηλαδή τις χ,, χ 2 . Επειδή όμιυς η §(χ) = χ 2 + 1 - (3χ 2 + 1 )1ηχ 
είναι συνεχής στο (Ο,+®°) διατηρεί σταθερό πρόσημο στα διαστήματα (0, Χ[), 

άρα §(χ)< 0 στο 


2 2 

(χ,, χ 2 ), (χ 2 , +*»).Έχουμε ϋτη (χ'+ I - (3χ - 1)1ηχ) - 

χ-ί 0 

(0,Χ|), 8(1) = 2 άρα§(χ)>Ο στο (χ,,χ 2 ) 
χαι 8(2) = 5-111π2=1ΐ(Α-|π2)<0 


άρα 8( χ ) < 0 στο (Χ 2 ·+°°)·Η Φ'(χ) εί- Φ(χ) 
ναι ομόσημη της §(χ) σι*νεπώς έχουμε για 
τη Φ τον πίνακα μεταβολής της. 


+» 


- 0 + 0 - 


\|7 \ 

Φ(Χ|) Φ(Χ 2 ) 


Επίσης Ιΐηπ Φ(χ) = Ιΐτη 

*-*() χ-*ϋ /„ 2 


ι 


(χ·+1)' 



χαι Ιΐηπ Φ(χ) = Ιϊιπ 

Χ-*+« 4 


χΐηχ 


1 


χ 11 + — 


.= Ιί<η !”* Ιίιπ 


1_ 

1-= 1ΪΓΠ — 1 = 

η* * _>+ "3χ 2 


1 + 

χ 


= Ιΐηπ —=0. Αρα το σύνολο τιμών της Φ είναι το [Φ(Χ]), Φ(χ 2 )]. 
3χ 


δ) Έχουμε ότι ΠγπΦ(χ) - 0 άρτι α = 0 για να είναι συνεχής. Για να είναι παρα- 

χ -*0 

γωγίσιμη στο χ© = 0 πρέπει να υπάρχει το όριο του λόγοι* μεταβολής σ' αυτό 

και να είναι πραγματικός αριθμός, αλλά Ιΐηπ Φ( χ 1 ~ Φ< Ρ 2 = ΐίπι —ίΐίΐί—- - 

*"° χ *"*°χ(χ 2 + ί) 2 

= Ιΐηπ —!-Ιΐηπ Ιηχ = I (-«>) = -*>. Η Φ δεν είναι παραγωγίσιμη, αλλά 

*"*°(χ 2 + I) 2 * - * 0 

δέχεται εφαπτομένη στο Χο = 0, εφόσον υπάρχει το όριο του λόγου μεταβολής, 
την ευθεία χ = Ο δηλαδή τον γ'χ. 


ΘΕΜΑ 172 

^ Δίνεται η συνάρτηση 


«Χ)= 


.1 


1 + 6 

0 


ι/* 


αν χ*0 
αν χ = 0 


► 
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► 

α) Να εξεταστεί ως προς τη συνέχεια και την παραγωγισιμότητα. Είναι 
δυνατόν το (0,0) να είναι σημείο καμπής; 
β) Να βρείτε το σύνολο τιμών της Γ. 

ΔΥΣΗ 


α) Η Γ είναι συνεχής στα διαστήματα Η», 0) και (0, +») οπότε αν είναι συνε¬ 
χής στο χ ο = 0 θα είναι συνεχής στο ΙΚ. 


Εχοι^ιε ϋιτι ί(χ)= Ιίιη |χ—1=0* 1=0 διότι 


*-»ο' 




1 + 6 


I * I/* Λ 

ΙίΓη ε = 0. 


Επίσης Ηπ» Γ(χ) = Ηιτι |χ—ί—1 = 0*0 = 0 διότι Ηπι β' Λ = +» 

_ + - 4 1 · . Μ* I - + 


κ-*0 


*->{) 


1 4 ε 




και Ιΐπι _ί_ = 0 και εφόσον Γ(0) = 0 η ί είναι συνεχής στο μηδέν άρα 

+, ια 
*-« ο 1+β 

στο ΙΚ. Η ί είναι παραγωγίσιμη στο (-«>, 0) και στο (0, +»). Στο χ 0 = 0 

έχουμε Ηπι = Ιΐπι —-— = 1 και Ιίτπ - —= Ιϊγπ —!— = 0. 
*-»ο“ Χ χ-»ο*1+β' /Α *-*ο + Χ χ-»ο“ 1 + 

Άρα η Γ δεν είναι παραγωγίσιμη στο χ 0 - 0 και μάλιστα δεν δέχεται εφαπτο¬ 
μένη σ' αυτό διότι δεν υπάρχει το όριο του λόγου μεταβολής. Συνεπώς δεν εί¬ 
ναι σημείο καμπής το (0,0). 


β) Ιίιη Γ(χ) = Ηπι 


*“*—1+6 
χ 


= (-οο)1 = -οο 

ΙΛ 2 


Ιΐπι ί(χ)= Ιίιη 
* _>+ “ *-*— 1+β 


- = (+Οθ) — = +00 


ΙΑ ' ' 2 


και εφόσον η ί είναι συνεχής στο ΙΚ το σύνολο τιμών είναι όλο το ΙΚ. 


\ΘΕΜΑ 173 

Δίνεται η συνάρτηση Γ„,(χ) = β χ ~' - ιηχ. 
α) Να βρεθούν οι ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης και η θέ¬ 
ση της ως προς αυτές. 

β) Να βρείτε το ητ έτσι ώστε η να έχει εφαπτομένη τον χ'χ και 
για αυτή την τιμή να βρείτε και να μελετήσετε την ί Μ ως προς τη μο¬ 
νοτονία, τα ακρότατα και πού η 0 Π1 είναι κυρτή ή κοίλη. ρ 
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► 

γ) Δείξτε ότι για ιη>1 η εξίσωση ί η (χ) = -ι(η \η^Έ έχει πάντα 2 ρί¬ 
ζες άνισες στο ΙΚ και μάλιστα εκατέρωβεν τον 1 + 1π ιτι. 


ΛΥΣΗ 

α) Το σύνολο ορισμού της ί ηι είναι το ΙΚ άρα διερευνούμε την ύπαρξη ασύ¬ 
μπτωτων στο +«» και στο 

η™ 5*1. ιίπι Ιΐπι £--ηι = 

X *-*-« X χ->-« X 

1 χ— | 

= Ηιη — Ητη ε - ιη = 0· Ο - πτ = -τη 
χ *-»-- 

Ιΐπι [ί(χ) + ισχ] = Ηιη Γε χ '-πέχ+πίχ1 = 0 
Λρα η γ = -ισχ είναι πλάγια ασύμπτωτος στο 

Ιίη, 2*2 = Ιίιπ Ιίη £!■-„,= Μττ, ί£!ί1-η = 

*-*+“ X *-»+“ χ *-»♦- χ *-»+- (χ)' 

ι·Ι 

ρ 

- Ιίιπ --πι = +οο-ηι = +βο. 

»->+■ 1 


Στο +ο<> η € η δεν έχει ασνμπωτο. Επειδή Γ^(χ) - γ = ε** 1 - ιηχ + ητχ > Ο η 
Ο βρίσκεται ψηλότερα από την ευθεία. 

β) Για να έχει η €„, εφαπτόμενη τον χ' χ σε κάποιο χ () πρέπει και αρκεί Γ (χ {1 ) = Ο 

*ο-'_ η χ ο = 1 

και ί(χ 0 ) - Ο δηλαδή 111 υ => ηιχ ί) = τπ » ή . 

6*°" -πιχ ο = 0 πτ = Ο 


Αν ιη = Ο τότε β χ& ' Ι = Ο αδύνατο, άρα χ° = 1 οπότε ε° - ιώ = Ο <=> ηι = 1. 
Τότε η ί,,, γίνεται 

Γ(χ) = σ χ ~ ι - χ με Γ(χ) = β* _ι - 1 και Γ '{χ) = β* -1 > Ο V χ € ΙΚ. 

Η Γ(χ)>0 αν χ>1 και Γ'(χ)<Ο αν χ<1 έχουμε 


X 

—οο 

1 +~ 

Γ'(χ) 

1 

0 + 

Γ'(χ) 

+ 

+ 

ί(χ) 




Ελάχιστο 


Γ(1) = 0 


με Ητη Γ(χ) = +« 

χ-+± ·= 

και ασύμπωτο στο -» την γ = -χ . 
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γ) Γ«'(χ) = β*~ -τη με ί„,'(χ) = 0 για χ = I + Ιηηι ιιε πίνακα μεταβολής της ί„ 

00 1+Ιπγπ +°° 




αχ) 


\ I / 


4 » 


Ελάχιστο 

α* + 1πΓΤ| ) 


και ελάχιστη τιμή την ^(1 + Ιπιώ) = γπ — τη( 1 + Ιηηι) = -πτίπιη και 
1ΪΠΊ ^,(χ) = Ηγπ (β* _ ' - ηιχ) = 0 +<» = -η» και 

X-*-» 

ιι—Ι „ 

ϋπι ί ιη (χ) = Ιΐτη (ε -τηχ)= Ιίηι 

κ-1 , * χ I 

Ιΐπι -—- Ππι ——£- = Ιίηι ε' =+«> οπότε Ιίηι ί, 1 (χ)=(+ 00 )(+")=+ 00 

*-* + - χ (χ)' Χ-. + » 

ιη > 1 ^ ΐ/αΓ< ιη και 0 < 1η ϋη < Ιητη 
οπότε V γπ Ιη νΐη < ΓηΙηπι και κατά σννέ- 
πεια -V πϊ 1η ίτη > -τηΙηηι. 

Άρα η ευθεία γ = — ΥΤη 1η ίτη τέμνει σε 
δυο σημεία τη € και μάλιστα εκατέρωθεν 
του 1 + Ιηηι. 




ί 1 

I 

1 



Χ Ι 

1 X ) 

1 


ΘΕΜΑ 174 

λ] Δίνεται η συνάρτηση Γ(χ) - 1η-5——. 

ν[Γ-~2^[ 

α) Να μελετήσετε τη μονοτονία της Γ και να δείξετε ότι είναι 
ί(χ)£θ V χ > -1η2. 

β) Να δείξετε ότι η γραφική παράσταση της Γ έχει ασνμπωτονς τις ευ* 
θείες ,ν = χ και γ = — -Ιη^ί ατο -» και +« αντίστοιχα. 















ΛΥΣΗ 

ο) Το σύνολο ορισμού της Γ είναι: Α = (-«>, -1η2) υ (-Ιη2, +») 


ί(χ) = Ιηβ*- ΙηΛ/ϊΐ—2©*1 = χ - — Ιη 11 - 2β*Ι = χ -11η λ/( 1 -2β*) 2 

2 2 

η οποία είναι παραγωγίσιμη στο Α με Γ(χ) = ! - * 


( ν(1-26*) 2 ) 

V (1 -2&Υ 


_1 1 «Ι-2β*)(-26*) _ 

2 1 να -2« χ )'λ/(ι -2βΥ 

_ 1+ ( 1 - 2**) _ 1 + Ο * _ 1 - 6 * 

(1 -2β*) 1 1 -2ε* 1 -2ε' 


X 

-°° -1η2 0 +“ 

ί'(χ) 


- < 

+ 

«X) 

/! 

γ\ 

/ 


« 0 ) = 0 


Έχουμε Γ(χ)<0 για -1η2<χ<0 και Γ'(χ)>0 για χ<-Ιπ2 ή χ>0. 
Αρα στο (-«>, -Ιη2) είναι αυστηρά αύξουσα 
στο (-Ιη2,0] είναι αυστηρά φθίνουσα 
χαι στο [0,-η») είναι ασυτηρά αύξουσα 

Κατά συνέπεια V χ > -1η2 εφόσον ί(0) ελάχιστο στο διάστημα αιαό, έχουμε 
ί(χ) > ί{0) δηλ. ί(χ) > 0. 


Ρ) Αρκεί ν,δ.ο Ηγπ (ί(χ) - χ) = 0. Αλλά ί(χ) - χ = * -1 ΙπΙ I - 2βΊ - * = 

7 


ι 


Λ* 


=—1η11 — 2β Ι.Όμως Ππι ε = 0 χαι συνεπώς Ιίηι 
2 «-♦-» 

Αρα Ππι (Γ(χ) - χ) = 0. Η ευθεία γ = χ πλάγια ασύμπτωτος στο 


- — ΙηΙΙ -2εΊ 


= 0. 


Επίσης ί(χ)-| + 1ΐη2 = χ- 1 ΙηΙΙ-2βΊ-5 + ±- Ιη2 = 


=- + - (|„2 - ΙηΙΙ - 2βΊ) = 1 [ΐηβ* + Ιη2 - ΙηΙ Ι - 2β*ΐ] = 
7 7 7 

= — 1η ——— = — Ιη - 1|η-2_. 

2 11-20*1 2 **Ιβ'*-2Ι 2 Ιβ”* - 21 

Όμως Ηιη β χ = 0. Αρτι Ιίηι — 1η —-— = 0 
*-*♦* 2 | β “* _ 21 


Οπότε η γραφική παράσταση της Γ έχει στο +« ασύμπτωτο την 

X 1 Ι.Ί 
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ΘΕΜΑ 175 

«) Εάν ( παραγωγίσιμη και κυρτή συνάρτηση στο ΙΚ και υπάρχει 
χ 0 € ΙΚ τέτοιο ώστε Γ{\ 0 ) = λ, τότε κάθε ευβεία γ = λχ + β ή θα εφά* 
πτεται στη Ο* ή θα τέμνει την σε δυο σημεία ή σε κανένα (δηλα¬ 
δή δεν την τέμνει ακριβώς σ' ένα σημείο), 
β) Να δείξετε ότι V ηι € ΙΚ με οι * 0, η εξίσωση β 1 "* - 2ηιχ -1 = 0 έχει 

ακριβώς 2 ρίζες στο ΙΚ. 

* 

ΛΥΣΗ 

α) Θεωρώ τη συνάρτηση Φ(χ) = ί(χ) -λχ-β η οποία είναι παραγωγίσιμη με 

Φ'(χ) = Γ(χ) - λ. Εφόσον Γ(χ) κυρτή, η 
Γ(χ) είναι αυστηρά αύξουσα οπότε και η 
Γ(χ)-λ δηλαδή Φ'(χ) αυστηρά αυξουσα. —~· 

Αλλά Φ'(Χο) = Γ(χ 0 )-λ-0 άραγια * 

χ > χ<ι έχουμε Φ'(χ)> Φ'(χ 0 ) - 0 και για Φ(χ„) 

χ < χο έχουμε Φ'(χ) < Φ'(χο) - 0. 

Η Φ λοιπόν είναι αυστηρά φθίνουσα στο (-», χ ( ι] και αυστηρά αύξουσα στο 
[Χο, +«*), παρουσιάζει 6ε ολικό ελάχιστο στο Χο το Φ(χ 0 ). 

• Εάν φ(χ 0 )>0 τότε V χ ε ΙΚ έχουμε Φ(χ)>0 ισοδύναμα Γ(χ)> λχ + β. Άρα 
η ευθεία γ = λχ + β δεν έχει με την 0 Γ κανένα ση(.ιείο. 

• Εάν Φ(χ 0 ) = 0 τότε V χ φ χ 0 Φ(χ) > 0 συνεπώς Φ(χ) Φ 0 ισοδύναμα 
ί(χ) Φ λχ + β. Η € Γ λοιπόν και η ευθεία γ = λχ + β δεν έχουν άλλο κοινό ση¬ 
μείο εκτός του Γ(χ 0 )), η δε γ = λχ + β είναι εφαπτομένη στην διότι 
Γ(χο) = λχο + β και Γ'(χ 0 ) = λ. 

• Εάν Φ(χ 0 )<0 τότε σε κάθε διάστιχα* [χ, χ^] ή [χ 0 , χ] ισχύει το Θ.Μ.Τ., συ¬ 
νεπώς υπάρχει ξ στο (X, χ 0 ) ή στο (χο, χ) αντίστοιχα τέτοιο ώστε 

Φ(χ )-Φ(Χρ) _ φ ,φ ^ φ(χ) = Φ'(ξ) (χ — Χο) + Φ(Χ()), οπότε για χ < χ 0 
χ-Χο 

έχουμε Φ'(ξ)<0 και συνεπώς· Ιίηι Φ(χ) = +«, επίσης για χ>χο έχουμε 

Φ'(ξ) > 0 και Ιίηι Φ(χ) = -κ». Αρα υπάρχουν χ,, χ 2 μοναδικά με 

χι < χ 0 < χι τέτοια ώστε Φ(Χ|) - Φ(Χ 2 ) = 0. Η εξίσωση λοιπόν ί(χ) = λχ + β 
έχει ακριβώς 2 λύσεις και κατά σινέπειυ η ευθεία γ = λχ + β τέμνει την Ο,· 
ακριβώς σε δύο σημεία. 
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β) Θεωρώ τη συνάρτηση Γ(χ) - β 1 "* και την ευθεία γ = 2τηχ + 1. Η χ = Ο είναι 
προφανής ρίζα της εξίσιοσης αφού Γ(0)= 1 και το σημείο (0, 1) ανήκει στην 
ευθεία. Η εφαπτόμενη στην στο (0,1) έχει συντελεστή διεύθυνσης 
Γ(0) = Γπε'" 0 = γπ ^ 2γπ (αφού τη * 0). Λρα η ν = 2 γπχ + 1 δεν είναι εφα¬ 
πτόμενη στην 0 Γ , αλλά έχει ένα κοινό σημείο το (0,1). Συνεπώς με βάση το α) 
ερώτημα έχει και δεύτερο. 

Άρα η ο™* - ιηχ - 1 = 0 έχει ακριβώς 2 λύσεις στο ΙΚ V ιτι * 0. 

ΘΕΜΑ 176 

ν Έστω μία συνάρτηση Γ δύο φορές παραγωγίσιμη σε ένα διάστημα 
Δ και χ 0 εσωτερικό σημείο τον Δ, για το οποίο ισχύει Γ(χο) = 0 και 
Γ'(χ) < 0, για κάθε χ ε Δ με χ * Χο- 

Να δείξετε ότι η ί έχει μέγιστο στο Δ το Γ(χο). 

ΛΥΣΗ 

Από το πρόσημο της Γ'(χ) συμπεραίνουμε τη μονοτονία της Γ(χ). 

Η Γ'(χ) δεν γνωρίζουμε, αλλά ούτε ιιας είναι απα- χ 
ραίτητο να γνωρίζουμε, εάν είναι συνεχής στο Χο· Γ '(χ) 

Έχουμε Γ'(χ) < 0 V χ < χ 0 και η ί'(χ) σινεχής φ Χ ) 
στο χ 0 άρα αυστηρά φθίνουσα V χ < χ^. Επίσης 
Γ '(χ) < 0 V χ > Χο και Γ'(χ) συνεχής στο χ 0 
άρα αυστηρά φθίνουσα για χ > χ<,. Εφόσον λοιπόν η Γ(χ) στΎεχής στο Δ και 
αυστηρά φθίνουσα για χ < χ Π και για χ > Χο θα είναι αυστηρά φθίνουσα στο Δ. 
Άρα για χ < Χο θα είναι ί'(χ)>ί'(χ 0 ) δηλαδή Γ(χ) > 0 και για χ > χ« θα εί¬ 
ναι Γ(χ) < ί(χο) δηλαδή Γ(χ) < 0. Συνεπώς η Γ(χ) είναι αυστηρά αΰξουσα για 
χ < Χο και αυστηρά φθίνουσα για χ > χ ( , είναι και συνεχής στο χ 0 άρα στο χ 0 
παρουσιάζει μέγιστο το ί(χο)· 

ΘΕΜΑ 177 

Δίνονται οι συναρτήσεις Γ(χ) = ε* -1 και §(χ) = 21η(χ + 1) 
α) Να δείξετε όχι υπάρχει μοναδικό χ ( , > 0 στο οποίο οι €ι και 0 Ε δέ¬ 
χονται παράλληλες εφαπτόμενες. 

β) Να δείξετε ότι οι γραφικές τους παραστάσεις τέμνονται ακριβώς σε 
δύο σημεία. 
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ΛΥΣΗ 


«) Αρκεί να δείξω ότι η εξίσωση Γ(χ) = £'(χ) έχει μοναδική ρίζα θετική. 


θεωρώ τη συνάρτηση 

Φ(χ) = ί(χ) - §(χ) = 6 Χ - 1 - 21η(χ + 1) 

η οποία έχει φ '(χ) = ε*-— και 

χ + 1 



Φ"(χ) = ε' + —-—~>0, V χ >—1. Έχουμε ΙΪγπ Φ'(χ)=-» και 

(χ + I) 1 


Ιΐπι Φ'(χ) = +οο άρα με βάση το θεώρημα των ενδιάμεσων τιμών υπάρχει 

τουλάχιστον μία ρίζα της Φ'(χ) = 0 και εφόσον Φ"(χ)>0 δηλαδή η Φ' 
αυστηρά αυξοχ'σα θα υπάρχει ακριβώς μία ρίζα της Φ'(χ) - 0 έστω χ 0 . 
Κατά συνέπεια V χ ε (-1, χ 0 ) θα είναι Φ'(χ) < 0 και V χ > χ 0 θα είναι 
Φ'(χ)>0. Φ'(0)= 1-2 = -1 <0 άρα χ 0 >0. 

Υπάρχει λοιπόν μοναδικό Χο > 0 για το οποίο Γ(χ«) = § '(Χο) και οι εφα- 
πτόμενες εκεί είναι παράλληλες. 


Ρ) 


Εφόσον Φ'(χ) < 0 στο (-Ι,χο) και χ 
Φ'(χ) > 0 στο (χ 0 , +<») η Φ είναι αυ- Φ'(χ) 
στηρά φθίνουσα στο (-Ι,χοΐ και αυστηρά ψ( Χ ) 
αΰξουσα στο [χ 0 , +<»), στο χ 0 παρου- 



+οο 

+ 5 ^ 


σιάζει ελάχιστο το Φ(χ<») < Φ(0) = Ο.Έχουμε λοιπόν στο (-1, χ 0 ) μοναδική 
ρίζα της Φ(χ) = 0, το μηδέν. 


1 _21η(χ + 1) \ 


Το Ιΐπι Φ(χ) = ΙίπΊ (β -1-21π(χ+ ]))= Ιϊπτ 

2 

με Π τη 21η(χ_+_0 _ ^ χ + 1 . _ -?-= 0, Ιϊπτ — = 0 και 


β χ 


’6 (X + 1) 


Ιίττι 6=0 οπότε Ιίιη Φ(χ) = +°° · 1 = +». 


Αρα (.(£ βάση το θεώρημα των ενδιάμεσων τιμών και εφόσον είναι αυστηρά αί'- 
ξουσαστο [χ η ,+«>) υπάρχει ακριβώς μία ρίζα της Φ{χ) = 0 έστω Χ|>Χο· 
Άρα οι και 0 Γ έχουν ακριβιος δυο κοινά σημεία. 
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ΕΜΑ 178 

Δίνονται οι συναρτήσεις Γ, § παραγωγίσιμες στο [α, β). Η ί είναι 
κυρτή στο [α, β] ενώ η § κοίλη σ' αυτό και Γ(α) = §(α), Γ(β) = §{β). 

Να δείξετε ότι υπάρχει μοναδικό ξ € (α, β) στο οποίο οι εφαπτόμενες 
στην και 0 8 είναι παράλληλες. Παρατηρείστε ότι σ' αντό το ξ η 
κατακόρυφη απόσταση γίνεται μεγίστη. 

ΛΥΣΗ 

Θεωρούμε τη συνάρτηση Φ(χ) = §(χ) - ί·(χ) η οποία είναι παραγω-'ίσιμη άρα 
και συνεχής στο [α. β] με Φ(α) = §(α) - Γ(α) = 0 και Φ(β) = §(β) - ί(β) = 0. 
Ισχύουν λοιπόν οι προϋποθέσεις του Η. ΚοΙΙε άρα υπάρχει μία τουλάχιστον ρίζα 
της Φ (χ) = 0 στο (α, β). Αλλά Φ'(χ) = §'{χ) — Γ'(χ) αυστηράφθίνοιχιααφοΰ 
Γ(χ) αυστηρά αύξουσα και §'(χ) αυστηρά φθίνουσα. 

Αρα η εξίσωση Φ'(χ) = 0 έχει μοναδική ρίζα 
στο (α, β) ισοδύναμα υπάρχει μοναδικό 
ξ € (α, β): Γ(ξ) = §'(ξ) συνεπώς οι εφαπτόμε¬ 
νες στο ξ στις και είναι παράλληλες. 

• Εφόσον η Φ'(χ) είναι αυστηρά φθίνουσα και 
Φ'(ξ) = 0 «α είναι 
Φ'(χ) > 0 αν α < χ < ξ και 
Φ'(χ)<0 αν ξ<χ<β. 

Αρα η Φ(χ) αυστηρά αύξουσα στο [α. || και 
αικιτηρά φθίνουσα <πο [ξ, β] συνεπώς παρου¬ 
σιάζει μέγιστο στο ξ το Φ(ξ) = §(|) - Γ(ξ). 

Δηλαδή η διαφορά Φ(χ) = §(χ) - Γ(χ). που ση¬ 
μειωτέου είναι πάντα θετική αφού Φ«ο=Φ(β)= ο 
είναι το ελάχιστο της Φ(χ), γίνεται μέγιστη όταν οι εφαπτόμενες στις 0 Γ , 0 8 εί¬ 
ναι παράλληλες. 




ΘΕΜΑ 179 


Δίνεται η συνάρτηση Γ(χ) = «Ιηχ + £- , 

Ιηχ 


► 
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ΐ) Εάν η 0 Γ διέρχεται από το σημείο |“'^| ν ·δ.ο. το σημείο αυτό εί- 
1 ναι σημείο καμπής της 0 Γ . 

ϋ) Εάν Ρ(β 2 ) = 3/2 ν.δ.ο. η εξίσωση Γ{χ) = κ έχει δύο λύσεις με γινόμε¬ 
νο β*. 

Κι) Να δείξετε ότι οι εφαπτόμενες στην 0 Γ στα σημεία που έχουν τε¬ 
τμημένες τις ρίζες της εξίσωσης Γ(χ) = 0 τέμνονται στον γ'γ. 


ΛΥΣΗ 

ί) Η ΐ έχει σύνολο ορισμού Α = (0. !) υ (1. -η»). Έχουμε 

ί(1/6) = 0<=>-α-β = 0 δηλαδή β = -α και η Γ(χ) γίνεται ί(χ) = «|ΐηχ - 

η οποία είναι παραγωγίσιμη στο Α με Γ(χ) = - 11 + —Μ *αι Ί ί' πα- 

χ \ Ιη'χΙ 

-2 — 

ραγωγίσιμη στο Α με Γ '(χ) = - - (I + ——1 + — —- - 

χΊ 1η 2 χ/ χ Ιη'χ 

3 2 

α , 1 , 2 α Ιη χ + Ιηχ+ 2 _ α (1ηχ+1 )(Ιη'χ-1ηχ+2) 

_ - - 7 - 

χ \ 1η χ Ιη χ/ χ 1η χ χ 1η χ 

για χ=Ι/ο είναι Γ"(1/ο) = 0 και η 
ί"(χ) αλλάζει πρόσημο στο Ι/β αφού 
ο παράγοντας Ιηχ + I αλλάξει πρό¬ 
σημο και μόνον αυτός. 

Συνεπώς το (1/β, 0) είναι σημείο κα¬ 
μπής της 


η εξίσιοση ιυ ? + <υ + 2 = 0 έχει ρί¬ 
ζα την ίο = -1 και με τη βοήΒεια 
του σχήματος Ηοπιετ γίνεται 
ΐυ 2 + ίο + 2 = (ιο + 1 ) (ω 2 — ω + 2 ) 
το δε τριιίπ'υμο ιο 2 —ιο + 2>0 για 
κάθε ιο. 


ίι) Εάν ί(ο 2 ) - - τότε α(2- = - <=> α 3 - = ?- <=> α = 1 οπότε η 

2 \ 2/2 22 

Γ(χ) — Ιηχ ——. Μελετούμε την ί στα άκρα γνιορίξοντας ήδη 
Ιηχ 

ί'(χ) =—(ΐ +—ί-)>0 V χ€ Α 

χ 1 Ιη 2 χΙ ί( χ ) 

Ηηιί(χ)=-*>. Ιίτη ί(χ)=+=». Ηιη ί(χ)=-“ 
χ -*° *-ι- *-+ I * 

και 1 ϊπτ ί(χ). Αραη Γ(χ) διατρέχει το ΙΚ για χε (0,1) και για χε (1,+«), 


-Η» 




-Η» 
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όντας αυστηρώς αύξουσα στο καθένα διάστημα. Άρα υπάρχουν ακριβώς δύο 
ρίζες της Γ(χ) = κ, V κε ΙΚ. Η Γ(χ) - κ ισοδυναμεί με την 1η 2 χ - κΐπχ - 1 = 0 
και οι ρίζες της ω 2 - κω - 1 = 0 έχουν άθροισμα κ δηλαδή ΙηΧ[ + 1ηχ 2 - κ 
<=> 1π(Χ| + χ 2 ) = κ <=> χ, + χ 2 = ε*, V κ ε !Κ. 

■■0 ί(χ) = 0 <=>1ηχ--ί— = 0 <=>1η'χ- 1 = 0 <=> Ιπχ = 1 ή 1πχ=-1 συνεπώς 
Ιηχ 

χ, = 1 και Χ 2 = β οι ρίζες της εξίσωσης. Η εφαπτομένη στο χ, = — είναι: 
β β 

Η;Μΐ)ΚΗ“ 44) 6ιδτι 4)· 0 ™ 4)· 26 

συνεπώς γ = 2βχ — 2. Όμοια στο χ 2 = ε η εφαπτομένη είναι: 

Υ - ί(β) - Γ(β) (χ - ε) <=> γ = " (χ - β) διότι ?(ε) = 0 και Γ(β) = - άρα 

ε ε 

γ = - χ - 2 .Έχουμε λοιπόν γ = 2βί χ -1] και γ = - (χ - ε) και ισοδύ- 
β \ 6/ 8 

ναμα γ - 2βχ - 2 και γ = £ χ - 2 οι οποίες διέρχονται από το (0, -2) δη- 

ε 

λαδή οι εφαπτόμενες τέμνονται πάνω στον χ' χ. 

ΘΕΜΑ 180 

"Δίνονται οι συναρτήσεις Γ<χ) = χ χ και §(χ) = β + αΙηχ με χ>0. 
α) Να βρεθούν τα α και β έτσι ώστε να έχουν κοινή εφαπτομένη στο 
χ 0 = 1. 

β) Για τις τιμές των α,β που θα βρείτε να δείξετε ότι ίΐχ)>(»(χ) V χ > 0. 
ΛΥΣΗ 

α) Για να έχουν κοινή εφαπτομένη στο χ 0 = 1 πρέπει και αρκεί ί(1) = §(1) και 
Π1) = 8'(1) (Σ) (Γ,§ παραγωγίσιμες στο (0,+«)). 

Έχουμε Γ(χ) = χ χ ( 1 + Ιηχ) και 8 '(χ) = “, χ > 0. 

χ 

Οπότε το σύστημα εξισώσεων (Σ) γίνεται 
β + αΐηΐ = ΐ' 1 β=1 
ΐ’(1 +1η1)| α= 1 
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β) Για την Γ(χ) έχουμε 

Γ(χ) = 0<=>χ = - 
β 

Γ(χ)<0 για 0<χ< — 

β 

καιγιαΓ(χ)>0 για χ> — 


X 

0 

| 

ΓΟΟ 


3 + 

Γ '(χ) 

+ 

+ 

ί(χ) 

V 

7" 


η ι/β) 

= (1/0* 


η Γ παραγωγίσιμη (ΐε Γ '(χ) = χ*(Ιηχ + 1Γ + χ*= χ' (Ιηχ + 1Γ + 1 >0 

χ χ 

Ιϊγπ ί(χ) = 1 διότι χ*=ε' ΙΠ χαι Ιΐιτι(1ιτχ)= Ηγπ — = Ιίπι —- χ - - 1ϊπι(-χ)=0 

χ^ο *-«1/χ χ-ο_ [/χ : 


κ-*0 


Για την §'(χ) έχουμε 

§'(χ) = — >0 και 
χ 

ε"(χ)=-^<ο 

χ' 



Η δε γραφική τους παράσταση είναι 



Η κοινή τους εφαπτομένη είναι 
ε:γ-ί(1) = Γ(1)(χ-1) 
γ = χ. 

Στο σημείο Μ(1, I) και 0^ τα κοίλα 
άνω ενώ τα κοίλα κάτω άρα 
ί(χ) = χ χ > χ > 1 + Ιηχ = 2 (χ) άρα 
ί(χ)>§(χ) νχε ΙΚ. 


ΘΕΜΑ 181 

Να δείξετε ότι η γραφική παράσταση της ί(χ) = (χ + 2) 2 + Ιηχ 2 τέμνει 
για κάθε κ ε ΙΚ, ακριβώς σ’ ένα σημείο την ημιενθεία 

{γ = κχ + 4 με χ > 0} 

ΛΥΣΗ 

Αρκεί να δείξουμε ότι η εξίσωση (χ + 2) 2 + Ιηχ 2 = κχ +4 έχει V κ € ΙΚ. ακρι¬ 
βώς μία λύση στο (0, +οο), και εφόσον χ>0 είναι. Ιηχ 2 = 21ηχ οπότε έχουμε 
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χ 2 + 4χ + 4 + 21ηχ = κχ + 4 <=> 

<=> χ+4χ+21ηχ=κχ ο χ + 4 + 2 = κ. 

χ 

|π γ 

Θέτουμε Φ(χ) = χ+4+2 — την οποία 

χ 

και μελετάμε <ος προς τη μονοτονία και 
το σύνολο τιμών διότι τελικά το ζητού¬ 
μενο είναι η Φ(χ) να παίρνει όλες τις πραγματικές τιμές (κ ε ΙΚ) ακριβός 
μία φορά. 

2 

Έχουμε Φ'(χ) = I + 2-!—^ = * +2 ~ 21ηχ . Το πρόσημο της Φ'(χ) εξαρ- 

χ' χ' 


Απομονώνουμε την παράμετρο 
κ 6 ΙΚ και το πρόβλημα γίνεται 
απλούστερο. Ζητάμε ισοδύναμα η 
ευθεία γ = κ να τέμνει ακριβώς σε 
ένα σημείο τη γραφική παράσταση 

της χ + 4 + 2 — . 

χ 


τάται από το πρόσημο της §(χ) = χ 2 + 2 - 21ηχ και 


8'(χ) = 2χ-?. = 2 5-ΐ1. 

χ χ 

Η §'(χ)>0 Υχ>1 άραη § αι»στηρώς αύξου- 
σαστο [1, +«») και §'(χ)< 0 εάν 0 < χ < 1 οπό¬ 
τε η § αυοτηρώς φθίνουσα στο (0,1], Παρουσιάζει 
ελάχιστο δε στο χ 0 = 1 το §( 1) = 3 κατά συνέπεια 


X 

0 

| -Η» 

8'<Χ) 

- 0 + 

8<χ) 

Χά/+ 

Φ*(χ) 

+ 

+ 

Φ(χ) 

— 



8(χ)> 3>0 νχ>0 και εφόσον η Φ'(χ) είναι ομόσημη της §(χ) έχοι^ιε 
Φ'(χ) > 0 V χ > 0 άρα η Φ(χ) είναι αυστηριός αύξουσα στο (0, +«), 

Επίσης ΙϊιπΦ(χ) = Ιϊπι(χ+4+2—) = Πιπ [χ+4+ 2 Ιηχ|=044+(+»){-»)=-« 
*-»ο *-*ο\ χ / *-»ο\ χ / 

και ΗηιΦ(χ)= Ηη (χ+4+ -Ιηχ] = +«διότι Ιϊπι —=( — )= Ιίπι ^ =0 


Αραη Φ έχει σύνολο τιμών το ΙΚ (διότι εί¬ 
ναι συνεχής) και είναι ανατηρώς αύξουσα συ- 
νεπ(Γ>ς παίρνει όλες τις τιμές του ΙΚ ακριβώς 
μία φορά. Η εξίσωση λοιπόν 
χ + 4+2 — Χ - = κ έχει στο (0. +°°) ακριβώς 

X 

μία λύση V κ € ΙΚ απ' όπου προκύπτει ισο¬ 
δύναμα ότι η γραφική παράσταση της 
Γ(χ) = (χ + 2) 2 + Ιηχ 2 τέμνει ακριβώς σε ένα 



σημείο την ευθεία γ = κχ + 4 στο (0, +«) V κ ε ΙΚ. 




















164 


ΘΕΜΑ 182 

"\] Δίνεται συνάρτηση Γ τέτοια ώστε Γ{χ) = Ιπ§(χ) με β(χ) = χΡ(χ) για 
κάθε χ > 0 και ί(Ι) = 0. 

α) Να βρείτε, αν υπάρχουν, τη μεγίστη και την ελάχιστη τιμή της Γ(χ). 
β) Να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης (1 - Ιηχ)ε α = I με α € |Κ 
γ) Αν Φ(χ) = χ(κ - Ιηχ) και Φ(χ) < κ V χ ε (0, ε) να δείξετε ότι κ = 1. 


ΛΥΣΗ 

α) Για να ορίζεται η Γ θα πρέπει η §:(χ) να είναι θετική και επειδή χ > 0 θα έχου¬ 
με και Γ(χ) >0.Έχουμε Γ(χ)= Ιη§(χ) = 1η(χΓ(χ)) ή β ί(χ) = χΓ(χ)<=> 

<=>(χ) = 1 ο-€" ί00 Γ(χ) +1 = 0 και (ο^ χ) + 1ηχ)' =0 απάτην 
χ χ 


οποία συμπεραίνουμε ότι ε -Γ(χ) + Ιηχ = ο, ο σταθερά. 

Για χ = 1 γίνεται β -ί(,) + Ιηΐ = ο <=> ο = 1. Αρα η Γ(χ) επαληθεύει την ισό¬ 
τητα € -λ * ) + Ιηχ = 1 V χ > 0 ή ε" ί(χ) = 1 — Ιηχ ισοδύναμα -ί(χ) = 1η( 1 - Ιηχ) 

με 0 < χ < ©, ί(χ) = -1η(Ι - Ιηχ) = 1η —ί—. Εφόσον Γ(χ) = 1η§(χ) θα είναι 

1 - Ιηχ 


-1— και Γ (χ) = $ χ) - =-1-, 0 < χ < ε. 


^ ^ 1 - Ιηχ χ χ(1 - Ιηχ) 

Παραγωγίζοντας την Γ'(χ) παίρνουμε 


Γ'(χ) = 


Ιηχ 


χ“(1 - Ιηχ)* 


για την οποία έχουμε Γ' '< I) = 0 ^'(χ) 


Γ '(χ) < 0 για 0 < χ < 1 και 
Γ '(χ) >0 για 1 < χ < β. 

Συνεπώς η Γ(χ) παρουσιάζει ελάχιστη τιμή στο 1 την Γ{1) = 1. 


X 

0 1 

0 

Γ'(χ) 

- ί 

+ 

Γ(Χ) 

\ 

/ 


ΕΛΑΧΙΣΤΟ 


Πΐ) = ι 


β) Απομονώνουμε την παράμετρο α 
{I - 1ηχ)β“ = 1 (!)<=> 1 - Ιηχ = «Γ“ ο 
<=> Ιη(1 — Ιηχ) = -α ή α = —1η(1 - Ιηχ). 


Θα πρέπει βέβαια από την (1) 
1 - Ιηχ > 0 δηλαδή 0 < χ < ε. 


Αρκεί να διερευνήσουμε σε πόσα σημεία τέμνει τη χ 
γραφική παράσταση της Γ, την Ο,·, η ευθεία γ = α. ^'(χ) 
Αλλά η Γ(χ) £ 1 > 0 V χ € (0, ο) κατά συνέπεια 
στο (0, β). Επίσης 



Ιϊπί ί(χ) = —°° και Ιϊγπ Γ(χ) = -η». 

χ 0 χ -η: 
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Η ί(χ) λοιπόν είναι αυστηρά 
ιιύξουσα και έχει σύνολο τιμών 
το ΙΚ. συνεπιός την κάθε τιμή 
την παίρνει ακριβώς μία φορά. 

Λρα η ευθεία γ = « τέμνει τη γραφική παρά¬ 
σταση της ί(χ) ακριβώς σ’ ένα σημείο V α ε ΙΚ 
δηλαδή η εξίσωση (1 - 1ηχ)β“ = I έχει ακριβάκ 
μία λΰστη στο (0, β) V α ε ΙΚ. 

γ) Θέτοντας στην Φ(χ) = χ(κ - Ιηχ) την τιμή 
χ — 1 έχουμε Φ(1) = κ, άρα η σχέση 
Φ(χ) < κ V χ ε (0, β) γίνεται 
Φ(χ)<Φ(1) νχε(Ο,β). 

Η Φ είναι παραγωγίσιμη στο Χη = I το οποίο είναι εσωτερικό σημείο του 
(Ο,ε) και παρουσιάζει μέγιστο σ’ αυτό, δηλαδή ισχύουν οι προϋποθέσεις τον θ. 
ΡεπτίΗΐ,άρα Φ'(1) = 0. Αλλά Φ'(χ) = κ-Ιπχ +χ|-—| = κ-1-Ιηχ, οπότε 

η Φ'(1) = 0 γίνεται κ- 1 -Ιηΐ = 0 <=> κ = 1. 

ΘΕΜΑ 183 

^θεωρούμε τις συναρτήσεις ί και §: (-1, +°°) -4 ΙΚ με τύπους 

Γ(χ) = χ + 2 Ιη(1 + χ) (χ > -I) και §(χ) = {χ + I) 2 + 2 - 21η(χ + 1) (χ > -1) 

1 + χ 

α) Να βρείτε χο πρόσημο των τιμών της §(χ) για χ>-1 
β) Να μελετήσετε τη μεταβολή της ( στο διάστημα (-1,+·»} και να 
βρείτε τα όρια Ιίηι Γ(χ) και Ιΐηι Γ(χ). 

Χ-4-1* *-* + - 

γ) Να δείξετε ότι το διάγραμμα (γ) της ΐ έχει για χ -4 +« ασύμπτωτη 
την ευθεία (η) με εξίσωση γ = χ. Να βρείτε τη θέση του διαγράμμα¬ 
τος ως προς την ασύμπτωτο αυτή για χ -4 +«. Να δείξετε ότι υπάρ¬ 
χει ένα και μόνο σημείο Ρ του διαγράμματος (γ) στο οποίο έχει αυ¬ 
τό εφαπτομένη (Τ) παράλληλη προς την (η), 
δ) Να βρείτε την εφαπτομένη (Τι) του (γ) στην αρχή 0(0,0) και να δι¬ 
ευκρινίσετε γραφικά το πλήθος των λύσεων της εξίσωσης 
ί(χ) = χ + ϊϊι (1) για πι ε ΙΚ. 



αν χ-»0 + => Ιηχ -»-» => 1 - Ιηχ -4 -η» 

^ Ιη(1 - Ιηχ) -4 -η» => ί(χ) -4 -» 
αν χ—»ε _ => Ιηχ -4 1 =4 1 - Ιηχ -4 0 

=>1η(I - Ιηχ) -4 -» ί(χ) —»+« 
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ΛΥΣΗ 

α) Είναι §'(χ) = 2(χ- 1)-2—ί— = 2 (χ + ]) = 2χ(χ + 2) νχ>-1. 

χ +1 χ+ 1 χ +1 


Είναι λοιπόν §'(χ) = 0 για χ = 0 

X 

-1 

0 +°° 

ε'(χ) < 0 για -1 < χ <0 

§'(χ) 

— 

0 + 

β'(χ)>0 για χ>0 

*00 


+ο« 

-- 


Είναι επίσης Ιϊηι §(χ) = 2-2(-οο) = +». Η % έχει ελάχιστο για χ = 0 ίσο 


χ -1 

με §(0) = 3 > 0. Αρα β(χ) > 3 > 0 για χ > -1. 


β) Είναι Γ'(χ) = V χ > -1 άρα λοιπόν 

(χ+1) 2 

X 

-1 

+οο 

Γ(χ) 

+ 

Γ(χ)>0 νχ>-Ι,αφού β(χ)>0 για χ>-1. 
Η Γ είναι αυστηρώς αύξουσα στο διάστημα 

έ(χ) 




(-!,+<*»). 


• Ηητ Ιη( 1 + χ) = -οο και Ηηι (χ + 2 ^ + χ) | 
*->-ι *-*-·( 1 + χ / 

Οπότε Ιϊηι Γ(χ) = Επίσης Ιιγπ ^^ - + — 
*—·—ι *-♦♦·» 1 + χ 


= - 1 + 2 (—)(+») = 



= η™ !/*±!=ο. 


Αρα Ιϊηι [χ + 2 ! η ί ι + χ ) | = -η» + 2 0 = +«. Συνεπώς 
»-*+~ι 1+χ / 


Ιϊηι Ρ(χ) = +». 

Χ-Μ* 


γ) · Για χ -++« έχουμε Ιη( 1 + χ)>0και 2 Ιι 2ίϋ?) > 0 άρα χ+2 ^(Ι+χ).;» χ 

1+χ 1+χ 

και επομένως Γ(χ) > χ. Συνεπώς το διάγραμμα (γ) της Γ βρίσκεται τμηλότε- 
ρει της ασύμπτωτου με εξίσισση γ = χ. 

• Εφόσον η (Τ) ζητάμε να είναι παράλληλη στην (η) πρέπει ο σνσντελεστής 
διεύθυνσής της να είναι ένα. Αρα η τετμημένη στο Ρ(χ, γ) πρέπει να επαλη¬ 
θεύει την εξίσωση Γ'(χ) = 1 ισοδύναμα . - 1 δηλαδή 

(χ +1) 3 

(χ + I) 2 + 2 -21η(χ + 1) = (χ + I) 2 ή 1η(χ + 1) = 1 η οποία επαληθεύεται μόνο 
για χ = β - 1. Αρτι Ρ(β- Ι.ί(β-1)) δηλαδή ρ|<>- 1. β — 1 + 2 |. 

δ) · Η εφαπτό(ΐενη στο (0,0) έχει εξίσωση γ-Γ(0) = Γ(0)(χ-0) αλλά 
ί(0) = 0 και Γ'(0) = 8(0) = 3. Συνεπώς η (Τ,) έχει εξίσιυση γ = 3χ. 
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• Αρκεί να διερευνήσουμε την εξίσωση 
Γ(χ) - χ = πι ισοδύναμα 

την 2ί" ( Ιίϋ.= ηι (2) 

1 

Εάν Η(χ) = 2 Ιΐ ( 1- + Χ) αρκεί να βρούμε σε 
I + χ 


X 

-1 6-1 +°° 

ΙΓ<χ) 

+ 0 - 

Η(χ) 



ΓΠίΙΧ = 2/6 


πόσα σημεία η ευθεία γ = σι τέμνει το διάγραμμα (ς) της Κ(χ). Προς τούτο αρκεί 
να μελετήσουμε τη μεταβολή της Η(χ). Είναι 1ι' (χ) = 2 1 ~ 1 + χ ) η οποία 

(1+χΓ 

μηδενίζεται για χ = ε - 1, είναι θετική αν -1 < χ < 6 - I και αρνητική για 
χ > € - 1. Συνεπώς η Η(χ) είναι αυστηρά αύξουσα στο (-1,6-1] και αυστη- 

2 

ρά ψθίνοινα στο (ε - 1, -η»), παοουσιά£ει μέγιστο στο ε - 1 το Η(ε - 1) = -. 

6 


Για να βρούμε όμως τις τιμές της δ(χ) πρέπει να βρούμε και τα 
Ηγπ Γι(χ), Ηγπ Η(χ). 

X -4-1 * -ϊ+« 

Έχουμε Ιτπι 1η( 1 +χ) = -<» και Ιίτη —!—=+» άρα 
«-*-» *-*-ι 1 + χ 

Ιίτη Η(χ) = -οο (άρα η χ = -1 είναι κατακόρυφη ασύμπτωτος της (ς>) 

_Ι 

Επίσης Ιΐιη 2 ίη(ϊ+ ^ = 2 Ηγπ Ι η <1+*> =(°°) = 21ίπι 1±^= 2-0=0 
*-♦+“ 1+χ *-*+*· 1 + χ \°°) *-*■**· 1 

δηλαδή Ιΐπι Η(χ) = 0 (άρα η χ'χ είναι οριζόντια ασύμπτωτος της (ε)). 
*-*+*· 


Κάνοιηιε το διάγραμμα (ο) της Γ(χ). Παρα¬ 
τηρούμε ότι η εξίσωση (2) άρα και η (1) 
για πι > 2/β είναι αδύνατη 
για πι = 2/β έχει μία λύση την χ = 6 - 1 
για 0 < πι < 2/β έχει δύο λύσεις χ,, χ 2 με 
0 < χ, < 6 - 1 < χ 2 
για πι = 0 έχει μία λύση την χ = 0 
για πι < 0 έχει μία λύση χ 0 με -1 < χ () < 0. 
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«, Ο < χ < π 



ως προς τη 




ΘΕΜΑ 184 

Α. α)Να μελετηθεί η συνάρτηση Κ[χ) = { χ 

, 1 ,* = 0 

ατνίχοα, την παραγωγισιμότητα και τη συνέχεια της πρώτης 
παραγωγού 

β) Να μελετηθεί η Γ ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

Β. α)Να δείξετε ότι υπάρχει χ,,σί-,π): η §(χ) = χ^ημχ + 2χσυνχ -2ημχ 

'2 ) 

να είναι θετική στο (0, Χφ) και αρνητική στο (Χφ, π], 
β) Να δείξετε ότι η Γ(χ) έχει ένα σημείο καμπής το 

(χ,,ΓίΧο)) με ϊ< χ 0 < π. 
ζ 


ΛΥΣΗ 

Α. α) Επειδή η ί συνεχής στο (0,π]και Ηγπ 3^-= 1 είναι συνεχής στο [0, π]. 

*-»ο χ 

3«_1 

Επίσης 1ί<η ?(χ)-ί(°) = 1ίπι _Χ- = 1ίιη ημΧ-Χ = (0| = 

χ —>0 χ χ-^ο ^2 |0| 

= Ηπι σννχ ~ * - Ηπι = 0 άρα η ( παραγωγίσιμη στο μηδέν με 
*-»ο 2χ *-*ο 2 

ί'(0) = 0. Για 0<χ<π έχουμε 

'χσι^χ-ημχ ι0<χ ^ π 


χσυνχ - ημχ 

ΓΟΟ* 2 . ΑραΓ(χ)= 

χ 


χ 

0 


, αν χ = 0 


και ΙίιπΓ(χ) = Ιΐτπ = Ηπι <™νχ ~ χημχ - ουνχ = 




«-►ο 




2χ 


= Ηπι —- Ηπι - 0 οπότε η Γ συνεχής στο [0, π), 
ι -* ο 2χ * -* ο 2 

Η Γ λοιπόν παραγωγίσιμη με σχινεχή παράγωγο στο [0, π], 
β) Γ(χ) = χσννχ ~^ χ για 0 < χ < 2π. 


Θέτουμε φ(χ)= χσυνχ- ημχ με χ € [0, π] οπότε φ ^ 


φ'(χ)=συνχ-χημχ-σννχ=-χημχ<0 νχε(Ο,π) 


άρα η φ(χ) αυστηρά φθίνουσα και φ{0)=0 οπότε [ ^ χί 
φ(χ) < 0 V χ ε (0, π]. Αλλά η Γ(χ) είναι ομό- 
σημη της φ(χ) συνεπιός Γ(χ) < 0 V χ € (0, π] 


X 

0 

π 

Φ'(Χ) 

~ 

φ(Χ) 


-π 

ΓΟΟ 

- 

Γίχ) 


^ 0 
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και επομένως Γ(χ) αυστηρά φθίνουσα στο [0, π] με μέγιστη τιμή την 
ί(0) = 1 χαι ελάχιστη τιμή την ί(π) = 0. 

Β. α) Η § ορίζεται στο [0, π] χαι είναι παραγωγίσιμη σ' αυτό με 

β'(χ) = 2χημχ + χ 2 συνχ + 2σννχ - 2χημχ - 2συνχ - χ 2 συνχ άρα 

§'(χ) >0αν0<χ<-χαι 
2 


§'(χ)<0 αν -<χ<π με 
2 

8'(0) = δ#) = 0 


X 

0 π/2 Χο π 

8'(Χ) 

+ 0 I 


8( χ ) 

ο/ Η 

§(π/2)>0 

^-2π 


0, — και αυστηρά φθί- 
2] 


νουσα στο 


*,π 

2 


Επομένιυς η §(χ) είναι αυστηρά αύξσυσα στο 

με 8(0) = 0 οπότε | > 0 και εφόσον §(π) = -2π < 0 

από το θεώρημα ΒοΙζηπο υπάρχει τουλάχιστον ένα χ 0 € (π/2, π) τέτοιο 
ώστε §(χ 0 ) = 0 χαι επειδή είναι αυστηρά φθίνουσα στο [π/2, π] ακριβώς 
ένα. Άρα η §(χ) > 0 V χ ε (0, Χο) και §(χ) < 0 V χ ε (χ 0 , π], 

β) Η ί(χ) έχει δεύτερη παράγωγο στο (Ο,π) και μάλιστα 

2 

Γ' (χ)» ί συνχ ~ χΐ 11 ιχ ~ συν χ)χ -2χ(χσυνχ-ημχ) _ 


Σημ. στα άκρα δεν 
μας ενδιαφέρει αν 
έχει ή όχι. 


_-χ~ημχ-2χσυνχ+2ημχ _ §(χ) 

3 3 

χ χ 

Άρα η Γ"(χ) είναι ετερόσημη της 
§(χ) οπότε Γ '(χ) <0 για 0 < χ < Χο 

και ί' '(χ) > 0 για Χο < χ < π και Γ ' (Χ{,) - 0 άρα η 0 Γ παρουσιάζει ση¬ 
μείο καμπής στο (χ<,, ί(χ 0 )) |.ιε ^ < χ ί ,<π. 


X 

0 π/2 

Χο 

π 

800 

+ 

0 

- 

Γ"(χ) 

- 

0 

+ 

Γ(χ) 

Λ 

σ!. 

υ 


ΘΕΜΑ 185 

\)Εστω συνάρτηση Γ: Α —> ΙΚ, όπου Α = [0, +»). Αν η ί είναι παραγω¬ 
γίσιμη στο Α και Γ(χ) > Γ(χ) £ β* (1) για κάθε χ€ Α τότε 

α) Να βρείτε το Ιϊιη 

X 2 

β) Να δείξετε ότι η γραφική παράσταση της Γ{χ) δεν έχει ασύμπτωτες 
ευθείες. 
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ΛΥΣΗ 


ο) Από τη σχέση (1) διαιρώντας με χ 2 παίρνουμε — 


Έχουμε Ιϊηι —=1— 

Χ 2 \οο] 

Αρα και η » -η» . 


= »ηι |-- - 
I *-*·*-2χ 1 Μ 


2 2 
X X 

\ * 

= Ιίπι — = +». 
χ -·+« 2 


β) · Θα αποδείξουμε πρώτα ότι όεν έχει ασύμπτωτο στο +» (πλάγια ή οριζόντια). 
Αρκεί γιαυτό να δείξουμε ότι Ηγπ ^ δεν είναι πραγματικός. 


Απάτην (1) διαιρώντας με χ>0 έχουμε - > -- και 

χ χ 

Ηιϊι — = ί—1= Ιίτυ β' = +οο άρακαι Πγπ - = +« καισΐΎεπιίιςη Γ(χ) 


χ Ιββί *-»■**· χ 

δεν ασύμπτωτο στο +». 

• Για να έχει η Γ(χ) ασύμπτωτο στο Χο = 0 θα πρέπει το Πιη Γ(χ) = +» 

*—►+«> 

(αφού V χ > 0 β χ <Γ(χ) αν έχει όριο η Γ(χ) θα είναι θετικό). 

Αλλά Ιΐπι Γ(χ) = Γ(0) διότι η ΐ συνεχής, αφού είναι παραγωγίσιμη 

χ -»0 

Ιϊπιβ' =ε°= 1. Αρα 1 $1ΐηιΓ(χ)<ί(0) οπότε ΙίπιΓ(χ) *+». 

*—δΐϊ χ—►Ο 

Συνεπώς η Γ(χ) δεν έχει ούτε κατακόρυφη ασύμπτωτο. 


ΘΕΜΑ 186 

^ θεωρούμε τη συνάρτηση ί: (0, +«) -> !Κ με τύπο 


I 2 , 

χ -1 


για κάθε χ > 0 με χ * 1 


«χ) = { χΙπχ 

2 για χ = 1 

α) Να δείξετε ότι η ί είναι συνεχής V χ > 0 
β) Να δείξετε ότι V χ > 0 με χ £ 1 είναι 

1 ι 2 ι 

Γ(χ) = * + 1 8 (χ) όπου §(χ) = Ιηχ - χ " 1 


(χΙηχ) 


χ 2 + 1 
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► 

γ) Να ιιελετήσετε τη μεταβολή της συνάρτησης § για χ > 0, και να βρείτε 
το πρόσημο των τιμών β(χ). Να συμπεράνετε τη μονοτονία και τα 
ενδεχόμενα ακρότατα της σννάρτησης Γ και να βρείτε το σύνολο τι¬ 
μών της. 

ΛΥΣΗ 

α) Για κάθε χ>0 με χ * 1, η Γ είναι συνεχής αφού είναι τότε πηλίκο συνεχών 
συναρτήσεων με παρονομαστή #0. Για τη συνέχεια στο σημείο Χο = 1, 

X 1 

θα βρούμε το 1ΪΓηί(χ). Έχουμε λοιπόν Ιΐιη Γ(χ) = 

*-*ι * -* ι χ —»ι χίπχ 

Παρουσιάζεται αοριστία ?, οπότε, με τον κανόνα του ΗοϋρΐΐαΙ βρίσκουμε 
-) χ 

Ιΐιη Γ(χ) = Ιΐιττ - - - = 2 = ί( 1). Η Ρ είναι λοιπόν συνεχής και για X = I, 

* -* ι χ—► > 1 + Ιηχ 

άρτι συνεχής για κάθε χ > 0. 

β) Γ ια κάθε χ > 0 με χ * I έχουμε 


Είναι λοιπόν ί'(χ) = §(χ) V χ > 0 με χ Φ 1, όπου §(χ) = Ιηχ - ί- 

(χΐηχ)* χ’+1 

2 

γ) Η συνάρτηση με τύπο §(χ) = 1ηχ- χ — ορίζεται για κάθε χ>0 και έχουμε 

χ” + 1 

2 2 

§'(χ)= ( χ ~ V χ > 0. Η §(χ) είναι λοιπόν αυστηρώς αύζουσα στο όιά- 
χ(χ 2 + I) 2 

στημα (0, +«) και αφού §( 1 ) = 0, θα είναι £(χ) < 0 για 0<χ< 1 και 
8(χ) >0 για χ > 1. Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι Πχ> < 0 για 0 < χ < 1 και 
ί(χ) >0 για χ > I. ώστε η Ρ είναι αυστηρώς φθίνουσα για 0 < χ < I και αυ- 
στηρισς αύξουσα για I 5 χ < -Η» (αφού είναι συνεχής για χ = 1). 

Ο πίνακας μεταβολής της Ρ ως προς τη μονοτονία είναι ο επόμενος 


X 

0 1 +°° 

Γ(Χ) 

- II 

Ρ(χ) 

+“\. / +«> 


» _2χίηχ-(χ’-1)(1+Ιηχ) _(χ“ + Ι)Ιηχ-(χ"- 1) _ χ’+Ι | 

^ ^ 2 2 2 
(χΙηχ) (χΐιιχ) (χΐηχ) 1 


Ιηχ-VI 
χ'+1 
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Είναι επίσης Ιϊηι ί(χ) = —· = -Η» και Ιίτη Γ(χ) =+<®. 
*-»ο + Ο" *" >+ “ 

Το σύνολο τιμών της ί είναι το διάστημα [2, +<*>). 


ΘΕΜΑ 187 

^ Δίνεται η συνάρτηση Γ με Γ(χ) = - 1η — με α, β θετικούς πραγ¬ 
ματικούς. 2 1 - βχ 

α) Να βρείτε τα α, β έτσι ώστε η Γ να είναι περιττή 
β) Να μελετηθεί ως προς μονοτονία - κυριότητα - ασύμπτωτους. 

ΛΥΣΗ 

α) Για να είναι η Γ περιττή πρέπει το σύνολο ορισμού της να είναι συμμετρικό 
ως προς το μηδέν και για κάθε χ που ανήκει σ' αυτό να ισχύει έ'(—χ) = -Γ(χ). 

Για να ορίζεται η ί πρέπει β+. χ . > 0 και αυτό συμβαίνει όταν -α < χ < 1 
και για να είναι συμμετρικό ως προς το μηδέν πρέπει να ισχύει α = 1. 

β 

Επίσης ί(-χ) = -Γ(χ) <=>—Ιη = - — 1η ■?* — <=> (α - χ) (α + χ) = 

2 1+βχ 2 1-βχ 

(1 - βχ) (1 + βχ) ο α 2 - χ 2 = 1 - β 2 χ 2 V χ ε (-α, α) και εφόσον α, β θετικά 

α = β = 1 που επαληθεύουν και την α = -. Αρα ί(χ) = - 1η με σύνολο 

ορισμού το (-1,1). ^ 


_1 1-χ /χ+ 1 I _ 1 


β) Γ(χ) =— 

2 1+χ \1 —χ 

της και εφόσον ί' '(χ) = 


. > 0 ώρα η Γ αυστηρά αύξουσα στο σύνολο 


* * 

Ι-χ 

2χ 

ί ι 

(ΐ-χ) 


, η 


X 

-1 

0 

1 

Πχ) 

+ 


+ 

Γ'(χ) 

- 

0 

+ 

Πχ) 


1 

σ.κ. 

(0,0) 



Γ'(χ) ομόσημητου χ κατά συνέπεια ί' '(χ) 
κοίλη στο (-1,0] και κυρτή στο [0. 1 
το δε σημείο (0,0) είναι σημείο κίμιπης, 


Επίσης Ηπι Γ(χ)=-», η χ « -1 κατακόρυφη ασύμπτωτος 

χ —>-Ι + 

Πιη ί(χ) = +»>, η χ = I κατακόρυφη ασύμπτωτος 
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ΘΕΜΑ 188 

\/θεωρούμε τις συναρτήσεις Γ, §: ΙΚ —> ΙΚ, τέτοιες ώστε να είναι 
|ί(0)|*1β(0)| καθώς επίσης και Γ(1) = 8 (1) και £'(Ι) = Πί) VI ε ΙΚ. 
α) Να δείξετε ότι το σημείο Μ(χ, γ) με συντεταγμένες χ = ϊ(1) και 
γ = β(ΐ) κινείται για I ε ΙΚ σε ισοσκελή υπερβολή με άξονες συμμε¬ 
τρίας τους άξονες συντεταγμένων. Ποιες οι εστίες αυτής της υπερβο¬ 
λής; 

β) Τι συμβαίνει όταν είναι Γ(0) = 1 και §(0) - 0; 

ΛΥΣΗ 

α)Έχουμε ±[ήθ - 8 (θ] = 2Γ(0 Π0- 2 8 <ϊ) §'(0 = 2ί(1) 8 {1)-2 8 (1)Γ(0 = 0 V ί€ ΙΚ 

Λ 

Θα είναι λοιπόν ^(Ι) - § 2 (1) = ο VI ε ΙΚ όπου ο = σταθερά. 
Συμπεραίνουμε επίσης ότι ο = ^(0) - § 2 (0) * 0 αφού είναι ΙΓ(0)Ι * Ι 8 (0)Ι. 

Για τις συντεταγμένες χ - Γ(1) και γ = §(1) τον σημείου Μ(χ, γ) θα είναι λοι¬ 
πόν χ 2 - γ 2 = ο με ο * 0. 

Διακρίνουμε τις περιπτώσεις 

1) οΟ τότε η εξίσωση χ 2 -γ 2 = ε γίνεται —-—^—= 1 και είναι εξί- 

(Λ) (ν?) 

σωση ισοσκελούς υπερβολής με εστίες Ε(ν2ο,θ), Ε'(—Υ2ο,0) και άξονες 
συμμετρίας χ'χ και γ'γ. 

2) ο < 0 τότε ο = -δ με δ > 0. Η εξίσωση γίνεται χ 2 - γ 2 = -δ δηλαδή 

2 2 

χ _ V = και είναι εξίσωση ισοσκελούς υπερβολής με εστίες 

(Υδ) 2 (νδ) 2 

Ε(0,ν2δ), Ε'(0.-/2δ) στον άξονα γ'γ. 
β) Αν ί(0) = 1 και §(0) = 0 η εξίσωση τη; υπερβολής γίνεται χ 2 - γ 2 = 1. 

ΘΕΜΑ 189 

α) θεωρούμε τη συνάρτηση ί: [0, π) -> ΙΚ με τύπο 

V 2 

ί(χ) = — + 1η(1 + συνχ) - Ιη2 για 0 < χ < π. 

4 

Να μελετήσετε το πρόσημο της δεύτερης παραγωγού Γ’(χ) για 

0 £ χ < π και να συμπεράνετε τη μονοτονία της ί. ► 
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► 

β) Να δείξετε όχι V χ € (Ο, π) ισχύει η ανισότητα 

ΐ 

1ιι(1 + συνχ) < + Ιη2 

4 

ΛΥΣΗ 

α)Έχουμε για 0 < χ < π ί'(χ) =—-— καθώς και 

2 1 + συνχ 

(-(χ)=·'- °<’«0 νχΕ 10,*) (,ηλαί,ή 

2 (1+σ»*νχ) : 

Γ-(χ) = Ι-!- = _ 2 ϊνχ-- 1 _ γιΙ1 0ίχ<π 

2 ί+συνχ 2(1 + συνχ) 

Βρίσκουμε λοιπόν Γ '(0) - 0 και Γ '(χ) < 0 για 0 < χ < π, οπότε ιι πρώτη 
παράγωγος Γ(χ) είναι αυστηρώς φθίνουσα συνάρτηση στο [0, π). 

Είναι όμιος ί'(0) = Ο,άρα λοιπόν Γ(χ)<0 για 0<χ<π. 

Η ί είναι αυστηρώς φθίνουσα στο διάστημα [0, π), 
β) Θιι είναι ί(0) > ί(χ) V χ € (0, π), οπότε 
2 

0 > — + 1η( 1 + συνχ) - 1η2 για 0 < χ < π και τελικά 
4 

2 

1π( 1 + συνχ) < ” ~ +1"2 για 0 < χ < π. 

^ΘΕΜΑ 190 

α) Να βρεθούν οι άλλες πλευρές τον τριγώνου όταν η περίμετρος είναι 
40 τη, η μία πλευρά α = 10 τη και έχει μέγιστο εμβαδό. 
β) Απ'όλους τους κώνους με σταθερή γενέτειρα λ να βρεθεί εκείνος που 
έχει τον μέγιστο όγκο. 

ΛΥΣΗ 

α) Από τον τύπο τουΉρωνα δίνεται το εμβαδό τον τριγώνου συναρτήσει των 
πλευρών £ = Υτ(τ-α)(τ-β)(τ-γ) όπου τ είναι η ημιπερίμετρος. 

Είναι λοιπόν τ = 20 τη και β + γ = 40 — α = 30ηι άρτι β = 30 - γ. 

Έχουμε λοιπόν ε(γ) = V 20· 10 [20—<30 - γ)] (20 - γ) - 10 Υ2(γ- Ι0)(20-γ) 
με 10 < γ < 20 (διότι αν το γ < 10 τότε β > 20 και β > α + γ δεν ισχί*ει δη- 
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λαδή η τριγωνική ανισότητα και «ν γ > 20 τότε β ί 10 οπότε και πάλι δεν 
ισχύει η τριγωνική ανισότητα αφού θα είναι γ > α + β). 

Είναι ε'(γ)= 10 ί 2 ^ - Ι0 Κ 2 ^11 = 10 20-Η.Υ-_10)_ = ,0 -30^- 

2 V 2(γ— 10) (20—7) ΐ/2(γ^10) (20—γ) Υ2(γ-10)(20-γ) 

και £'(γ) = 0 για γ= 15 με ε'(γ) >0 
για 10 < γ < 15 και ε'(γ)<0 για 


15 < γ < 20. Αρα το ε(γ) παρουσιάζει £(γ) 
μέγιστο για γ = 15 οπότε και β = 30 - γ = 1! 
ναι ίσες με 15 ιπ και το τρίγωνο είναι ισοσκελές. 

β) Ο όγκος κώνον δίνεται από τον τύπο 

V = π Κ’ ν. Επίσης αφού το ύψος είναι κά- 
3 

θετό στην ακτίνα θα έχουμε ν 2 + Κ 2 = λ 2 . 
Θέτοντας υ = X έχουμε Κ : =)? - χ : και 

ν<χ) = — π (λ'-χ")χ ιιε V'(χ)= -π(λ-3χ*). 

3 3 

Για χ = _!_). μηδενίζεται η V'(χ) και 


Υ 

10 15 20 

ε'(γ) 

+ 0 

ε(γ) 

\ 

/ 

γ = 15. Συνεπώς οι άλλες πλευρές ε£ 



V 

υ = 5ί \ 


Π 



13 


από τον πίνακα μεταβολής συμπεραί- ν'(χ) 


νονμε ότι ο όγκος γίνεται μέγιστος για Άχ) 

χ = ~-λ. 

Υ3 


X 

0 

1/Υ3λ λ 

V '(χ) 

+ 

0 

Υ(χ) 

ν^Χ 


ΘΕΜΑ 191 

α)\|£άν για το σημείο μ|χ, 1 “ | *1 τετμημένη χ μεταβάλλεται με 

ρυθμό 2 μονάδες το δευτερόλεπτο. Να βρείτε με τι ρυθμό μεταβάλλεται 
το εμβαδό του τριγώνου ΑΟΒ όπου Α(χ, 0), Ο η αρχή των αξόνων 

και β{οΛ ~! ?*| όταν το χ είναι 4 μονάδες. 

β) Να γίνει η γραφική παράσταση της συνάρτησης του εμβαδόν τον τρι¬ 
γώνου αυτόν συναρτήσει του χρόνου ί(ί > 0) όταν τη χρονική στιγμή 
I = 0 το Μ βρίσκεται στη θέση (1,1). Ποια είναι η θέση του Μ όταν 
η γραφική παράσταση του εμβαδού συναρτήσει τον χρόνον παρουσιά¬ 
ζει γωνιακό σημείο; 
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ΛΥΣΗ 

α) Το εμβαδό του τριγώνου ΑΟΒ είναι 

ε =1ΐχΐΐΓ ( χ)ΐ=1χ!Β!!ϊΙ·!ΐτ!η?1 
2 2 χ 2 

Ζητείται ο ρυθμός μεταβολής του όταν χ = 4 
μονάδες. Μας ενδιαφέρει λοιπόν περιοχή του 
4 άρα 1 - Ιηχ < 0 τότε 
. Ιηχ -1 


• Για την εποπτεία του προ¬ 
βλήματος δίνουμε και το γρά¬ 
φημα της Κ. 


ε= : 


και εφόσον το χ είναι συνάρτη- 


ση του χρόνου I £(ί) = ΙιΊΧ ^ —1 η οποία 

2 

είναι παραγιογίσιμη για χ(ΐ) >0 με 

6'(ϊ) = -—— χ'(0 · Αλλά χ'(1) = Σμον/ϋεο 
2 χ(0 


Υ· 




ο 

\β 

Α(χ,Ο) 

X 



1 


Β 

(Ο,ίϊχ» 

Μ(χ.Γ(χ)) 


/ 





οπότε ε'(0 = Τη χρονική στιγμή ^ κατά την οποία χ = 4μον. θα 

χ<0 

είναι ε'(Ιο) = - τετραγ.μον./$εο. 

4 

β) Είναι ε(ΐ) = 11 ~ και χ(ΐ) = 2ΐ + ς (χ'(ΐ) = 2). Εφόσον το Μ βρί¬ 

σκεται στη θέση (1,1) για 1 = 0 θα είναι χ(0) = 1 άρα 2-0 + ς = 1 δηλαδή 

1 - 1η(2ί + 1) αν ί£6 -1 

ο=1. Έχουμε λοιπόν χ(ΐ) = 2ι + 1 και ε(0 = I 


|1η<2ΐ+ 1)-1 


αν 1> 


2 
ε -1 


Για 0<1< είναι ε' (0= - - — - — 2 = - - 1 - και για I > είναι 
2 2 2ϊ + 1 2ι + 1 2 


ε'(0 = 


= 1ΪΠΓ) 


1 * 2 - 


2 21+1 

21+ 1 

1-1η(2ΐ+1) 

-0 

2 

υ 

ι - 2ΐ^+1 

- « * 


Για ι = -—- έχουμε Ηγπ 


ε(0-ε 


ε-1 


Μ' '~Ύ 


-Ιτί 


2ΐ - ε + 1 


1 


κανόνα ΗοερίΐαΙ είναι ίσο με Ιίπι —-— = - - αφού 2ΐ + ! —* ε. 

'-ΡτΓ 2 
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ειο 


Με όμοιο τρόπο βρίσκουμε Ηηι 


-Μ., 


-ΙτΓ “ 


ε- 1 


Αραη Ε(1) δεν είναι παραγωγίσιμη για ι = 


2 

6 - 1 


ε'(0 = 


_ __1_ αν 0 < I < 
21+ 1 


Έχουμε λοιπόν 


αν 0 < I < 


ε-1 


αν ι> —1 


2 και ε''(1)-; ^ 2ΐ + 


2ι+ 1 


--αν I > 6 —— 

2 2 


( 21 + 1 ) 


Ο δε πίνακας μεταβολής και η γραφική παράσταση της ε(() είναι: 



οπότε Γ(ε) = -—125-= 0. Αρατο Μ βρίσκεται στη θέση (6.0). 
6 


ΘΕΜΑ 192 

Μια συνάρτηση Γ: [0,6] -> ΙΚ έχει συνεχή παραγωγό στο [0,61 και 
ισχύει Γ(0ΐ = 1 και Γ(χ) > χ για 0 < χ £ 6. 

Να δείξετε ότι θα είναι Γ(6) > 19. 


ΛΥΣΗ 


α" 5 τρόπος 

Η συνθήκη Γ(χ) >χ V χ ε [0,6] γράφεται 



£0 V χε [0,6] 


και εκφράξει ότι η συνάρτηση με τύπο §(χ) - ί(χ) - είναι αύξουσα στο διά¬ 
στημα [0, 6], Θα έχουμε λοιπόν §(6) > §(0). Όμως είναι §(0) = ί(0) -0=1 και 
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§(6) = Γ(6) - — = ί(6) -18. Βρίσκουμε τελικά ότι Ηα είν χ ■ ι 
2 

Λ(1 , , ί(6) — 18 > 1 οπότε Γ(6)>19 

β" 4 τροπος 

Έχουμε Γ(χ)>χ Υχ€ [0,6]. Αρα, αφού Γ συνεχήςστο [Ο.Η - : % . λ 


ί Γ(χ)άχ> Γ 

/» ίν 


Γ'(χ)<1\> | χάχ VI ε [0.6] 


Προκύπτει ί(!) - Γ(0) > - για 0 < ι < 6 

2 


οπότε Γ(1) > 1 + - για 0 < ί < 6 
2 

Συμπεραίνουμε τελικά ότι Ηα είναι Γ{6) >1 + 18=19, 


ΘΕΜΑ 193 

«) Δίνεται η συνάρτηση Γ με ίΐχ) = 2Ιο6α|χ| με χ * 0, να δείξετε ότι οι 
εφαπτόμενες στο (χ#, Γΐχ^,ι» με [χ 0 | = ε διέρχονται από την αρχή των 
αξόνων. 

β) Εάν Ιθ£„.\ 2 + 2χ - 2 > 0 (1) ν\>0να δείξετε ότι το εμβαδό που σχη¬ 
ματίζεται από τη γραφική παράσταση της §(χ) = 21ο^ (1 χ, της -§(χ) 
και των εφαπτομένο>ν τους στο = ε είναι 2(ε - 2) τετραγ. μονάδες. 

ΛΥΣΗ 

α) Η Γ(χ) γράφεται ί(χ) - 1ο§„χ ; και είναι πασαγωγίσιμη για χ * 0 με 

Γ(χ) = —ί— 2χ = —. 
χΊαα χΙηΜ 

Για Χο = € η εφαπτόμενη είναι ν- Γ<«> = Γ(ε) (χ - 6) 

2 2 2 
ή γ —— = —— (χ - β) ισοδύναμα ν = —χ. 

Ιηα εΐηα βΐηα 

Για χ 0 = -β η εφαπτόμενη είναι ε ; : γ - ϊ<-β) = Γ(-ε) (χ + ε) 

2 2 2 
ή γ —— -—(χ + β) ισοδύναμα ν = —— χ. 

Ιηα εΐηα ' βΐηα 

Άρα και στις δύο περιππόσεις διέρχεται από το (0, 0), 
β) Εφόσον χ > 0 η (1) γίνεται 2Ιο«,χ + 2χ - 2 > 0 <=> Ιο§, ( χ ; + χ - 1 > 0. Θειορούιιε 
τη συνάρτηση Φ(χ) - 1ο§„χ + χ - 1 για την οποία γνωρίζουμε Φ(χ) > 0 V χ>0. 
Φ(1) = 0 άρα Φ(χ) > Φ( 1) δηλαδή η Φ παρουσιάζει «κρότατο στο 1 οπό* 
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εφόσον είναι παραγωγίσιμη συμπεραίνουμε από το Θ. Ροιτηδί ότι Φ'(1) = 0 

καιεπειόή Φ'(χ) = — 1 —+ 1, θα είναι — + 1 = 0 <=* Ιηα = -Ι <=> α = 1/ε. 
χΐηα Ιηα 

Η £(χ) γίνεται £(\) - 2 1ηχ - 2 ϋ“.-21ηχ ηί* -8(χ) γίνεται 

Ιηΐ 

6 

-?(χ) - 21 ηχ με § '(χ) = -- και (-§(χ))' = -. 

χ χ 

Οι ειραπτόμενες στο χ 0 = ο στην- και αντίστοιχα θα είναι 


γ = — — X 
6 


2 

ε,: γ + 21ηβ = - — (χ - β) 

6 ισοδυναμία και 

ε,:γ-21ηβ = -(χ-β) ν _? 

6 X * 


Το εμιβαδό που σχηματίζεται από τις 0 8 , ε, και ε 2 είναι ίσο με το εμιβαδό 

του τριγώνου ΟΑΆ μείον 2Ε ( δηλαδή 

8=- (ΑΑ')(ΟΚ)-2Ε. = 

2 


= 2β-41 <χ)' 

= 2β—4·|[χΙηχ]*—^ 


21ηχ άχ = 


Ιηχ όχ = 



= 2ο - 4β + 4[ χΐ* = 2β - 4ο + 4ο - 4 = 2(β - 2) τετραγ. μιονάόες 

ΘΕΜΑ 194 _ 

Δίνεται η συνάρτηση ί(χ) = Υ(2χ -1) 2 . 

α) Να δείξετε ότι η ευθεία χ = 1/2 είναι άξονας συμμετρίας της γραφι¬ 
κής παράστασης της (. 

β) Εάν η εφαπτομένη στο (β, ί(β}) είναι η ευθεία 4χ - 9γ + 25 = Ο (ε) 
.1/2 .1/2 

Γ(χ) (1χ + ί Γ(χ) άχ = Ο, να βρεθούν τα α, β 6 1Κ. 


και 


«I Ιύ 

ί ~*ί 








180 


ΑΥΓΗ 

α) Η ί(χ) ορίζεται στο ΙΚ και V χ ε ΙΚ έχοι^ιε: 


<Μ-Ϋ 


2|Ι-χ|-1 


ψ"-' 


= ν<-2χ) 2 = ν4χ 2 

'=ν^=νϊ? 


Αρα V χ € ΙΚ Γ(1/2-χ) = Γ( 1/2 + χ), σιτνεπώς η ευθεία χ = 1/2 είναι άξονας 
συμμετρίας. 

Ρ) Η εξίσωση της ευθείας (ε) γίνεται: ν = — χ + — άρα ί'(β) = —, αλλά για 

9 9 9 


χ> I είναι Γ(χ) = - (2χ- 1) _Ι/ *2 = 
2 3 


3 ν2χ-^ 


> 0 ενώ για χ < 


Γ' (χ) - ^ (1 - 2χ ) Ι/3 (-2) = — —- < 0. 

3 


3ΥΠ 


2χ 


4 4 

Σι»νεπώς για την εύρεση τον β θα λύσουμε την εξίσυιση ■ . — = - η οποία 

3Υ2β-1 9 

ισοδυναμεί με 2β - 1 =27 δηλαδή β = 14, η οποία τιμή επαληθεύει και την 


εξίσωση Γ(β) = 1 β + , άρα )β = 14 


,ίβ ,\η 

Έχο\»με 1= | ί(χ)(1χ + I ί(χ)άχ = 0. Αλλά 

/α 1 14 

+ 1/2 *\η 

I Γ(χ)ι1χ= I V (2χ—1 >' άχ= 

/ΐ4 /14 

ίΙ/2 _ _ 

λ/ 12(1 -γ)- IΓ άγ= I ν<2χ - 1 Γ άχ. 

•13 }\η 

Οπότε 1 = 0 <=> ί ί(χ)<1χ + ί ί(χ)άχ = 0 «· ί 

)η } 1/2 ΛI 


Θέτουμε ν = I - χ 
εάν 

χ= 14 τότε ν =—13 και 
χ = 1/2 τότε γ = 1/2 
Επίστις άν - -άχ 


ί(χ)άχ = 0 


και εφόσον Γ(χ) > 0 και δεν είναι η μηδενική συνάρτηση θα έχουμε 
Τελικά α = -13 και Ρ = 14. 


α = -13 
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ΘΕΜΑ 195 

ί) Να αποδείξετε ότι V χ > 0 ισχύει Ιηχ < χ - I 
Η) Εάν V χ > 0 Ιο&,χ 5 χ - 1 με α > 0 ν,δ.ο α = β 
Ηί) Να βρείτε το εμβαδό τον χωρίου που περικλείεται από τη γραφική 

* 2 -ί 

παράσταση της συνάρτησης Γ(χ) = Ιη -_ τον χ'χ και τις ευθείες 

χ = 1 και χ = ε. χ 


ΛΥΣΗ 


0 Θα μελετήσουμε το πρόσημο της συνάρτησης Γ(χ) = χ - 1 - Ιηχ η οποία εί- 


ναι παραγωγίσιμη στο (0, +®°) με 

X 

0 

1 +~ 

Γ(χ)=1-Ι = χ “ 1 , η οποία μη- 
χ χ 

Πχ> 


- 0 + 

Γ(χ) 



δενίζεται για χ = 1. 



ί(ΐ)=0 


Έχονμε Γ(χ)<0 αν 0< χ < 1 και Γ(χ)>0 αν χ>1. 

Κατά συνέπεια η Γ παρουσιάζει ελάχιστο στο Χο=Ι το Γ( 1 ) = 0 δηλαδή 
ί(χ) £ 0 , V χ > 0 οπότε Ιηχ < χ - I, V χ > 0 . 
ίί) Θεωρούμε τη συνάρτηση Φ(χ) = Ιο&,χ - χ + 1 < 0 διότι Ιο&,χ ί χ - 1 V χ>0. 
Φ(1) = Ιο&,Ι -1 + 1 =0 άρα Φ(χ) ί Φ( I) V χ > 0. Η Φ λοιπόν παρου¬ 
σιάζει μέγιστο στο Χο = 1. που είναι εσωτερικό σημείο του διαστήματος, και 
είναι παραγωγίσιμη σ' αυτό αφού είναι παραγωγίσιμη V χ > 0. Ισχύουν οι 
προϋποθέσεις του θ. Ροπηαΐ άρα Φ'(1) = 0. 

Αλλά Φ'(χ) = —1-1 οπότεΦ'(1) = 0 —— 1 = 0 <=> Ιηα = 1 <=>α = ε 

χίπα Ιηα 


ίίΐ) Βρίσκουμε πρώτα τη θέση της σε σχέση με τον χ 'χ και προς τούτο αρ¬ 
κεί να βρούμε το πρόσημο της ί(χ). Η Γ(χ) ισοδύναμα γράφεται 
ί(χ) = 1ηβ χ2 “ ι - Ιηχ χ+Ι = χ 2 - I - (χ + Ι)1ηχ = (χ + 1) (χ - 1) - (χ + 1 )1ηχ = 

= (χ + 1) (χ - 1 - Ιηχ), αλλά από το πρώτο ερώτημα έχουμε χ - 1 - Ιηχ > 0 
χαι επειδή χ > 0 θα είναι χ + I > 0, συνεπώς ί(χ) > 0. Αρα το εμβαδό θα είναι 
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_£ 3 6 2 Ε | 6~ 7 _ 4β·'-66-126+36- 7 _ 46-36-126-7 
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ΘΕΜΑ 196 

α) θεωρούμε τη συνάρτηση ί: Α —»ΙΕ, με τύπο 

ί(χ)- ■ — - νχε Α, όπου Α = ΙΚ-{-1,ϊ} 
χ 2 -1 

Να δείξετε ότι με κατάλληλες τιμές των α, β 6 ΙΚ, θα έχουμε 

Γ(χ) = 2—- V χε Α 

χ-1 χ+1 

β) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα 

1 = ^ 1η(χ"-1)άχ 

ΛΥΣΗ 

2 

α) Θα έχουμε ί(χ) - -?*_ = 2 + α -? V χ ε Α τότε και μόνο όταν είναι 

χ 2 _, χ-1 χ+1 

2χ 2 = 2(χ- 1) (χ + 1) + α(χ + 1) - β(χ - I) V χ ε Α 
είναι δηλαδή 2χ 2 = 2χ 2 - 2 + (α - β)χ + (α + β) V χ € Α 
και τελική όταν (α - β)χ + (α + β - 2) = 0 V χ ε Α 
Η τελευταία συνθήκη γίνεται κατά τα γνοχιτά 
α - β = 0 και α + β = 2, οπότε α = β = 1 














Είναι λοιπόν 
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ί(χ) = 2 + 


1 


1 


V χ ε Α 


χ-1 χ+1 

β) Με τον κανόνα της παραγοντικής ολοκλήρωσης έχουμε 

,3 -3 


= I Ιπ(χ'- 1)(χ)'άχ = [χΙπ(χ*- ΐ)] 2 - ί 

ί 


2χ 


χ 2 - 1 


άχ δηλαδή 


I = 31π8 - 21π3 - | ί(χ)άχ 
Είναι όμως 




2 + 


1 

1 

χ-1 

χ+1. 


άχ = (2χ+1π(χ-1)-1η(χ+1 )]ΐ 


3 

= Γ 2χ + άρα ί ί(χ)άχ = 2+ 1η|||-1π|ί| = 2 + Ιπ(-) 

οπότε, βρίσκουμε τελικά, ότι είναι 

I = 3Ιη8 - 21η3 — 2 - 1η(-·| = —2 + 1η ί δηλαδή 
™ \3 2 ·3/ 
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I = -2 + Ιη[ -1 = -2 + 101π2 - 31π3. 


ΘΕΜΑ 197 


α) Αν η γραφική παράσταση παραγωγίσιμης συνάρτησης είναι κοίλη 
στο 1Κ και δέχεται ασύμπτωτο στο +« την ευθεία .ν = λχ + β να δεί¬ 
ξετε ότι V χ ε ΙΚ ί(χ) < λχ + β. 


β) Να δείξετε ότι 


#Χ+1 

1 : 


χΐηίάΐ<χ!ηχ + 3 + χ, χ>0 (1). 


ΛΥΣΗ 


α) Θειορούμε τη συνάρτηση Φ(χ) = ί(χ) - λχ - β η οποία είναι παραγωγίσιμη με 
Φ' (χ) = Πχ) - λ. Εφόσον η Γ κοίλη, η Γ(χ) θα είναιαυστηρά φθίνουσα, αλ¬ 
λά τότε και η Γ(χ)-λ θα είναι αυστηρά φθίνοικτα. Δηλαδή Φ'(χ) αυστηρά 
φθίνουσα. 
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Όμως η γραφική παράσταση της ί έχει ασύμπτωτο την γ = λχ + β, άρα 
Λ"1" ( ν~ = λ * Αν 8(χ) = ί - } > χ *° τότε Η*) = Χ8(Χ) χαι 


X χ 

= συνεπ ωζ *' ηι ί(χ) = -Η» ή -οο οπότε με τον κανόνα τον 


υ ΗοφΐΟίε έχουμε Ιϊιη 3*1 = —ί = Ιΐπΐ Γ(χ). Αρα ΙΙγπ Γ(χ) = λ 

X —*ΗΜ» χ ^ οο I ΪΙ —\ —* +*<. 

και κατά συνέπεια Ιΐιη Φ (χ) = Ιΐπι (Γ(χ) _ λ) = 0 


και επειδή Φ' αυστηρά φθίνουαα Οα είναι 
Φ'(χ)>0 νχε ΙΚ. 

Συμπεραίνουν λοιπόν ότι Φ(χ) αυστηρά αί 
ξουσα και εφόσον η ί έχειασύμπτιοτοτην 
χ = λχ + β Ηα έχουν 
Ιίηι Φ(χ)= Μητ [ί(χ)-λχ-β] = 0. Αρα 


X 

—οο 

+οο 

φ'(χ) 


0 

Φ(χ) 


-~Ό 


Φ(χ) < 0 V χ € ΙΚ και κατά συνέπεια 
Γ(χ) < λχ + β V χ € ΙΚ . 



— + 1 ( 2 ). 


β) Η (1) ισοόυναμεί με την | Ιηι άΐ < Ιηχ + 

Λ * 

Θεωρούν τη συνάρτηση Φ(χ> = ^ | ηι ά, - [ Π χ -2_| η οποία είναι παρα- 

γωγίσιμη για κάθε χ>0 με Φ(χ, = | η <χ + I)-] ηχ-Ι + Λ καιη Φ' επί- 

χ χ 2 

σης είναι παραγωγίσιμη για κάθε χ > 0 με Φ " (χ) = 1 _ _1 + _Ι_- 


3 3 . 


Χ+Ι * X 2 χ 3 


= χ-χ(χ+1) + χ(χ+1)-6<χ+η -5χ-6 <Ό νχ>0 

Χ 3 (Χ + Ο χ’(χ + I) 

Αρα η Φ είναι κοίλη στο (0. +°°).Έχουμε 
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#ϊ+1 

ί 


(χ + I - χ)1ηχ <1 Ιηΐ <11 < (χ + 1 - χ)1η(χ + 1) διότι Ιηΐ αυστηρά αύξουσα 


ί ' 


δηλ. Ιηχ < I Ιηΐ άί < Ιη(χ + I) και 


ί ΐ 

Ιηχ-Ιηχ-—- I < Φ(χ) < Ιη(χ + 1)- Ιηχ-—- 1 ισοδύναμα 
χ χ 

-1-1 <Φ(χ)<1η 

X XX 

Αλλά Ιίτη (---1 ) = -Ι και Ιιητι !η χ · + * = Ιϊπγϊ 1η(ΐ + -) = 0. 

*-*+~ι χ I *->+~ χ *-*+*■ I χ/ 

Άρα με το κριτήριο παρεμβολής Ηηι Φ(χ) = -1. Συνεποις η Φ έχει ασύμ¬ 


πτωτο στο +οο την γ = -1 και με βάση το α) ερώτημα Φ(χ)<-1 οπότε 
Φ(χ) < 0 V χ € ΙΚ δηλαδή η (2) είναι αληθής οπότε χαι η (I). 


ΘΕΜΑ 198 

Για κάθε α ε ΙΚ θέτουμε ί<«) = 


- ί Ι χΖ+ «Ι 

/ο 


(Ιχ. 


α) Να βρείτε το εξαγόμενο Γ(α) για α < -ί, για -1 < α < 0 χαι για α > 0 
β) Να δείξετε ότι Γ(α) £ ί|-1| V α ε ΙΚ , 

ΛΥΣΗ 

α) Έστω α 5 - 1 . Τότε για 0 £χ < 1 έχουιιε χ 2 + α < 0 οπότε 
Ιχ 2 + αΐ = -χ 2 - α (για 0 ^ χ £ 1) 


'/ ν 


και είναι ί(α)=-| (χ“+α)<1χ = -|~+αχ] = -α-·^2 1 ^-= |-,αφού-α>1 


• Έστω ότι είναι α £ 0. Τότε χ 2 + α ϊ 0 για 0 < χ < I και έχουμε 


Γ(α) = 




* +α)όχ = {—+αχ) =α + -£ 1 - (αφού α>0) 
3 /ρ 3 3 


• Έστω τώρα ότι είναι -1 < α < 0. Μπορούμε τότε να θέσουμε 

α = -β 2 όπου 0 < β < 1 
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Βρίσκουμε Γ(α) 


■ί 


χ 2 -β 21 


| όχ και είναι χ 2 - β 2 £ 0 για 0 < χ < β, ενώ 


χ 2 - β 2 £ 0 για β < χ < 1. 

Συμπεραίνουμε ότι θα είναι 

Γ(α) = ^ (β' - χ·)<1χ + ^ (χ” -β")(1χ = |β 2 χ - +1~— β*χ| οπότε 

Γ(α) = ^- + Ι-β 2 + ?β- δηλαδή ί(α) = 1 + 4 Ρ -β 2 = Ι(ΐ-4α /ίαΟ + α. 
3 3 3 3 3 


β) Είναι ί|-1| = 1(ι + 1|_Ι 


ι_ι 

2 4 


χ 

4 


ΘΕΜΑ 199 

Δίνεται η συνάρτηση ί(χ) = Υχ + 1 β"* με χ > -1. 

Α« α)Να βρεθεί το σύνολο στο οποίο παραγωγίξεται, να μελετηθεί ως 
προςτη μοντονία και τα ακρότατα και να βρεθούν οι ασύμπτωτες, 
αν υπάρχουν. 

β) Να δείξετε ότι V χ > 0 ισχύει; Γ(χ + 1) £ I ί(ί) ά| < Γ(χ) και να 


βρεθεί το Ιίιπ 



ί(4) άί. 


Β. Αν φ(χ> Υΐ + 1 ε"*άί, Υχ>-1 

α)Να δείξετε ότι ΥΓ+ 1 < και κατόπιν ότι 

2γ2 

Φ(χ)ίί Vχ>-1 

2/2 

β) Να βρείτε την εφαπτομένη της γραφικής παράστασης τη; Φ στο 
χ 0 = -1- 


ΛΥΣΗ 
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Α. α)Για χ>~1 η Γ παραγωγίσιμη με Γ(χ) = · 


1 


2{χ+\ 

■■ ~ 2 ^—λ 6 ~\ Στο χ 0 = -1 έχουμε: Ιϊγπ ίΗΙ = 

2 Υχ+Τ ° *-»-ι χ+1 


-Α ι-Γ" -Α 

β - V χ + 1 β = 


= Ηγπ ί*±Ι£ = 


_ Ιίηι - +οο όχι παραγωγίσιμη 

*-*-ι χ + 1 χ-*-ι νχ+ 1 

_2 V _ | — £ 

Άρα η ί είναι παραγωγίσιμη για χ> I ^ιε Γ(χ)= - β 

2·/ χ+1 


δέχεται όμως 
εφαπτομένη ο' 
αυτό την 
χ = -1. 


Η Γ(χ) μηδενίζεται για χ = —1/2 και είναι ομόσημη τον -2χ- 1 δηλαδή 

Γ(χ)>0 αν -1 <χ<- — και Γ'(χ)<0 αν χ>-Α. 

2 2 


Άρα η ί αυστηρά αύξουσα στο [-1.-1/2] 
και αυστηρά φθίνουαα στο [-1/2, +«), 
παρουσιάζει δε μέγιστο για χ = —1/2 το 




Εφόσον I ϊπί ί(χ) = Ιίτη 


νΤΤΤ »\ εκωρίιιΐ ι 

2ΛΤ .. 1 = -1 = Ηγπ -*-= 0, 

1 β* \~/ 

η γραφική παράσταση της ί έχει ασίμπτωτο την γ = 0, όηλ. τον χ'χ. 


Ρ) Η ί είναι συνεχής στο [-1, +<») άρακαι 
στο [χ, χ+1] με χ ^ 0 και η Γ είναι 
αυστηρά φθίνουσα στο [-1/2, +«) άρα 
και στο [χ, χ + 1 ] με χ > 0 άρα η ελά¬ 
χιστη τιμή σ' αυτό είναι η ί(χ + I) και η 
μεγίστη η ί(χ), οπότε έχουμε: 


Γνωρίζουμε ότι: αν ί συνεχής 
στο [α, β] και μ. Μ η ελάχιστη 
και η ^ιέγιστη τιμή αντίστοιχα τότε 


μ(Μ0 5 



ίίχΐάχ < Μ(β-α) 


^Χ+1 

ί 


Γ(χ + 1)(χ + 1 - χ) ί | ί(ΐ)άΐ 5 ί(χ)(χ + 1 - χ) και ισοδύναμα 


#Χ+Ι 

ί 


ί(χ+Ι)< Γ(ΐ)<1ΐ<Γ(χ) (1) 
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Αλλά Ιίιπ Γ(χ) - Ο και 
*-»+*· 

γ=χ+1 

Ιίτη Γ(χ+1)= Ιίπι Γ(γ)=0 ανχ-+κ>ο 

ί*4+« λ->4« 

τότε γ-»+°° 

Συνεπώς από το κριτήριο παρεμβολής 
έχουμε 

)»Χ+1 

Γ(1) Α = 0. 


Παρατήρηση: Εφόσον 
ί(χ)£0 V χ >-1 θα είναι και 

,χ+Ι 

Γ(1)Α > 0 


ί 


διότι χ+|>χ και (χ·<πι\όιχ*αμό με την (1) 

Χ+ί 

0 £ I Γ{1)Α5 ί(χ) 


Ιιτπ ί 

Ι-ί+* I 

/χ 


ί 


και Ηπι Γ{χ) = 0 άρακαι το ζητοΰ- 
μενο όριο είναι μηδέν. 


Β, α)/ϊΤΤ£ΐ±-5-<=>ΐ+ 1 £Ϊ_!ί!ΐ±2<=>Γ_2ΐ+ 1 >0«(1- I) 2 >0 

2/2 8 

που είναι προφανές/Εχουμε λοιπόν 


Φ(χ) 


■£ 


β + 1 ο Α < 


ί Ι±2 β Η Λ = 

Με παραγοντική ολοκλήρωση, υπο¬ 

1-, 

λογίζουμε το β' ιιελος της ανισσητκις. 


ί 


Λ. Αλλά (1 + 3)βΑ = 


ε^Α = 


= ~7= ί 0 + 3)εΛ 

2^2 Λ, 

= | (I + 3) (-«"V* = [-(ί + 3)6*]*, +1 

- [—(I + 4)ε"'= 3ε - (χ + 4)ε ' = §(χ) δηλαδή Φ(χ) £ -1— @(χ) 

2/2 

Αρκεί να δείξουμε ότι §(χ) 2 3ε. 

Η £ είναι παραγωγίσιμη στο ΙΚ άρα και στο [-1, +*>), με 
5 '(χ) = (χ + 3)ε _χ >0 V χ 2-1. Συνεπώς 


§(χ) < Ιίιη §(χ) και 


X 

-1 -η» 

8*00 

+ 

8(χ) 

----3ε 


Ηηι ^(χ) = 3ε - Ιίπι · χ - + — = 3ε - Ιίτη — = 3ε 

Χ->+*> *-*+« 51 *-*+» * 

Συνεπιός Φ(χ) < β(χ) < δηλαδή Φ(χ) < οπότε 

2/2 2/2 2/2 
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1™ 

προφανώς και Φ(χ) 5 —— 7x^-1. 

2ψ2 

β) Η Φ(χ) = ί νΤ+Τβ'*<1ΐ είναι παραγωγίσιμη στο [-!, + ») με 

Φ'(χ)=νχΠν\ οπότεΦ'(-Ι) = 0. Επίσης Φ(-Ι) = ^ V1+1 εΛΐΐ=0. 

Η εξίσωση της εφαπτομένης στο χ 0 = -1 στη γραφική παράσταση της Φ εί¬ 
ναι γ-Φ(-1) = Φ'(-1) (χ+ 1) και Φ(-1) = Φ'ί-1) = 0 οπότε η εφαπτο¬ 
μένη είναι γ = 0 δηλαδή ο χ'χ. 


ΘΕΜΑ 200 

Δίνεται συνάρτηση ί συνεχής στο ΙΚ και V χ ε ΙΚ ισχύει 
ί «Ιίάΐ-β^ε^-χ 2 -! (1). 

/ο 

Να δείξετε ότι ί(0) = α + 1. 

ΛΥΣΗ 

ί Ί * 

ί(ΐ)άΐ - 6* - ε ' + χ’ + 2 για την οποία 

γνωρίζουμε ότι Φ(χ) 2 0 (από την (1)), 

Εξετάζουμε αν η Φ παίρνει την τιμή μηδέν. 

ί° 

Είναι Φ(0) = I ίϊΟάΙ -ε 0 -€“° + 0' + 2 = 0, άρα Φ(χ) < Φ(0) = 0. 

/ο 

Η Φ λοιπόν παρουσιάζει μέγιστο στο χ = 0, το οποίο είναι εσωτερικό σημείο 
και η Φ είναι παραγωγίσιμη σ' αυτό αφού η ί είναι συνεχής. Ισχύουν λοιπόν οι 
προϋποθέσεις του θ. Ρεπηβί για την Φ στο χ = 0 άρα Φ'(0) = 0. 

Αλλά Φ'(χ) = ί(χ) - β χ - αε“* + 2χ οπότε η Φ'(0) = 0 είναι ισοδύναμη με την 
Γ(0) - 1 - α = 0 οπότε ί(0) = α + 1. 
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ΘΕΜΑ 201 

Δίνεται συνάρτηση Γ συνεχής στο (~ί, +») με Γ(0) = -X, ί(1) = Ιη2 


και I Γίχ)ιΧχ = 1. 

/ο 

Να δείξετε ότι δεν υπάρχει α ε ΙΚ τέτοιο ώστε να ισχύει, V χ ε |Κ με 
χ > -X, η σχέση 


Γ’" ί' 


Γ(Ι)άί Γ(1)<Ιί > α(χ - 1)1η(χ + 1) (1) 


ΛΥΣΗ 

Θεωρούμε τη συνάρτηση Φ(χ) 


•/.“ί 


ί(ΐ)άΐ - α(χ - 1) Ιη (χ + 1) για 


την οποία γνωρίζουμε από την (1) ότι Φ(χ)>0 V χ >-1 με χε ΙΚ. 

Είναι Φ(0) = Φ(1) = 0 άρα Φ(χ)>Φ(1) = 0 και Φ(χ) > Φ(0) = 0. Η Φ λοιπόν 
παρουσιάζει ελάχιστο για χ = 0 και για χ = 1 τα οποία είναι εσωτερικά σημεία 
του (-1, -η») και η Φ είναι παραγωγίσιμη σ' αυτά αφού η ί είναι συνεχής. 

Αρα Φ'(0) = 0 και Φ'(1) = 0. 

>ι 


ί(1)άΐ-Γ(χ)| 


Ομως Φ'(χ) = Γ(χ) I Γ(ΐ)άΐ - Γ(χ) I ί(ΐ)άΐ - α1η(χ + 1) - α(χ - 1) 


1 


χ + 1 


Οπότε η Φ'(0) = 0 ισοδυναμεί με την Γ(0) I Γ(ΐ)άΐ + α = 0 αλλά 


ι: 


ί 


ί(0) = -1 και | ί(χ)άχ=Ι οπότε α=Ι. 


ί 


Επίσης η Φ' {1) = 0 γίνεται -ί( 1) | Γ(ΐ)άΐ - α1η2 = 0 <=>-1π2 = α!π2 και κατά 
συνέπεια α = -1. 

Έχουμε λοιπόν α - 1 και α = -I. Πράγμα αόόνατο. 

Άρα δεν υπάρχει α ε ΙΚ τέτοιο ιόστε να ισχύει η (1). 
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ΘΕΜΑ 202 

Δίνεται η συνάρτηση β με §(χ) = χ + \/χ*+ 1 
α) Να δείξετε ότι η συνάρτηση ίο§ με Γ(χ) = Ιπχ ορίζεται στο ΙΚ και 
είναι αντιστρέψιμη, 
β) Να βρεθεί η (ίο^Γ*. 

γ) Να δείξετε ότι Γ (Γος)(χ)όχ = 0, V α ε ΙΚ. 


ΛΥΣΗ 

α) Το σύνολο ορισμού της § είναι το ΙΚ και της ί το !Κ + * άρα της ίο§ είναι: 
Α = 1 χ/χ ε ΙΚ: §(χ) € ΙΚ + * Η ίο§ λοιπόν ορίζεται όπου η §(χ) > 0. Εάν 

χ > 0 τότε χ+λ/ χ'+Ι > 0 όηλ. §(χ)>0. Αν χ<0, θέλουμε §(χ)>0»νχ 2 +1 > -χ 

(-χ > 0) <=> χ 2 + 1 > χ 2 «=> 1>0 προφανές, άρα και για χ < 0 η §(χ) > 0. 
Συνεπώς §(χ) > 0 V χ € ΙΚ, οπότε το σύνολο ορισμού της ίο§ είναι το ΙΚ. 

Η (ίθ£)(χ) = ί(§(χ)) = !η(χ + λ/χ’ + I ) η οποία είναι παραγωγίσιμη στο ΙΚ με 

χ 


1 + 


~ ^) _ ν χ >ι _ χ + Vχ * + ι 


>ο 


χ + λ/χ 1 + 1 χ + λ/χ*+1 */)ί+\ (χ + Vχ 2 +1) Vχ'+ί 

άρα η Γο§ αυστηρά αύξουσα οπότε και ένα προς ένα συνεπώς αντιστρέψιμη. 

β) Έχουμε γ = 1η(χ + *Ζχ~ + 1 Ιοβ 1 = χ + Λ^χ 3 ” *■ I <=> (β* - χ) 2 = χ 2 + ! <=> 

ο β 2χ _ 2ε*χ + χ 2 = χ 2 + 1 ο χ = 5-Τΐ. Αρα (ίο§)"'(χ) = *-=Ι η οποία 

2ΐ ν 2ε* 

έχει σύνολο ορισμού το σύνολο τιμών της ΐο§. 

γ) Θα δείξουμε ότι εάν μία σινάρτηση Φ(χ) είναι συνεχής στο [-α, α] και πε¬ 
ριττή τότε I Φ(χ)άχ = 0. Έχουμε [ Φ(χ)άχ = 


ί 


Φ(χ)άχ + ί Φ(χ)όχ = 

ί "<ι / 0 

Φ περιττή άρα Φ{-χ) = -Φ(χ) 

Θέτουμε στο πρώτο ολοκλήρωμα -α όπου 


χ όηλ, χ = -α οπότε άχ =-<3ιι και 

Γ" 

[ -Φ(-ιι)<1ιι + [ Φ(χ)όχ = 

όταν χ =-α, υ = α 

ί λ 

όταν χ = 0, ιι = 0. 
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= ^ Φ(υ)άυ + ^ Φ(χ)άχ =Φ(υ)άυ + | Φ(χ)άχ = 0. 

Θα δείξουμε ότι η Γο@ είναι περιττή. Αρκεί να δείξουμε 
(ΓοβΗ-χ) = —<ίο@)(χ) <=> 1η(-χ +λ/χ" + ! ) = -1η(χ + Vχ 3 + 1) <=> 

Ιπ(—χ +νχ 2 + 1) + 1η(χ + νχ 2 + 1 )= 0 <=>Ιπ[(λ/ χ 3 + 1 -χ)(·/χ 3 + 1 + χ)] = 0 

ι[(ν X 2 + 1) - χ" = 0 <=> !π(χ 3 + 1 - χ 2 ) = 0« Ιπΐ = 0 προφανές 


ο 1 γ> 


άρα η ίο§ είναι περιττή οπότε και I (ίο§Κχ)<1χ = 0 V αε 1Κ. 


[ 


ΘΕΜΑ 203 

α) Να εξετάσετε αν ΐ| συνάρτηση ί με Γ(χ) = 


χΊηχ, χ>0 


έχει συνεχή 




_ 0 ,χ=0 

πρώτη παραγωγό και να εξετάσετε το πρόσημο της Γ(χ), 

β) Εάν Φ(χ) = Γ(ί)ίΙί για χ > 0, να βρείτε τον τύπο της Φ στο 

[0, +«>) και το εμβαδό τον χωρίου που περικλείεται από τη γραφι¬ 
κή παράσταση της Γ και τον χ'χ. 

ΛΥΣΗ 

α) Η ί είναι παραγωγίσιμη στο (0, -η») με Γ(χ) = χ(21ηχ + 1). 

Στο Χο = 0 έχουμε 

Ιϊπι ^ χ )~^β) . = (ϊι-|-| ϋ! ηχ = Ιίπι(χΐηχ) = Ιίτη = 

*-»ο χ— 0 *-*0 χ χ-»0 Χ-+0 1/Χ 

= Ηπι-1^-«Ιΐπι(-χ) = 0.Άρα Γ(χ) = ( χ<21 “ + *>· χ> “ 

*“*°_1/χ 2 *- >0 | 0, χ-ο 

με ΙίιπΓ(χ) = Ηιη[χ(21ηχ + 1)] = ϋπι 21π * + 1 = Ιϊιπ = ϋπι ^ = 0 

. χ —>0 »—^λ 1 /ν ._ιίι . . 2 * Α ν 


χ -*0 


*- >0 »/* *~* 0 ±Λ/χ ^°“ Χ 


Άραη Γ είναι συνεχής στο χ ο = 0 οπότε και το [0, +«). 

Για χ>0 έχουμε Γ'(χ) = 0 <=>21ηχ + 1= 0<=>χ = 6 13 =-ί Γ 

ίε 
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και Γ(χ) > Ο αν Ο < χ < — 

ίε 

ΐνώ Γ(χ)>Οανχ> — 

'ίε 

Η Γ λοιπόν αυστηρά φθίνουσα 


στο 


°·£ 


X 

0 

Ι/ίΙ 1 +~ 

Γ(χ) 

0 - 

0 + 

ί(χ) 

1 

η __['^ θ ^ + 

ΐΓε) 2ε 


και αυστηρά αυξουσα στο 


_!_,+» καιί(1) = 0 άρα στο (0,1) 

'.Υβ ] 

έχουμε ί(χ) < 0 ενώ στο (1 , ή») έχουμε ί(χ) > 0. 

β) Εφόσον η Γ είναι συνεχής στο [0, -Η»), η Φ είναι παραγωγίσιμη σ' αυτό άρα 
και συνεχής. Βρίσκουμε τον τύπο της Φ στο (0,+») και έχουμε 




3 3 , 

= ϊ-|ηχ-ϊ- + Ι. 
3 9 9 


Αλλά ΙίιτίΦ{χ) = I Ιϊητ (χ Ιηχ) - 0 + 1= 1+1 Ιίιη |ηχ 
*ο 3 *-*» 



9 9 3~ο 1/χ > 


= Ι + ΙΠπι-ϋί-=1 + 1 Ιΐτη (— —| = — άρα Φ(0) = I 
9 3 *-*« ?/ 4 9 3 »-·ο\ 3 9 9 


-3/χ 


Άρα Φ(χ) = 


^-(Βχ'ΐηχ - χ* + 1), χ > 0 


, χ = 0 


Η € γ τέμνει τον χ'χ στα σημεία (0,0) και 
(1,0) και Γ(χ)£0 νχε [0,1). 

.1 


Άρα ε 


ί 


-- 


ί(χ)άχ = 


Γ(χ)άΐχ, αλλά Φ(0) 


■ί 




οπότε ε - Φ(0) - ^ τ.μ. 


V 1 

ι 

1 

£ 


Ο 

1 

I 

I > 

Α χ ’ 

/ 
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ΘΕΜΑ 204 

Να βρεθεί η μεγίστη τιμή του ολοκληρώματος 


Ι(α, β) - ^ (4χ- χ 2 )^ όπου είναι α < β 


ΛΥΣΗ 


Για την ολοκληρωτέα συνάρτηση ί με τύπο 
ί(χ) = 4χ-χ 2 

ισχύει 

Γ(χ)>0 για 0<χ<4 

ί(χ) < 0 για χ < 0 και για χ > 4 με Γ(0)=Γ(4)=0. 
Αρα η μεγίστη τιμή του Ι(α, β) είναι 

Ι(0,4)=| (4χ-χ’)ώι=(2χ 2 -^) =32-γ = ^ 



ΘΕΜΑ 205 

(' 

θεωρούμε τη συνάρτηση ί με τύπο Γ(χ) = I (I -1ΠΙ - 2ι άΐ. 

Να μελετηθεί η Γ ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα και να βρεθούν 
τα ενδεχόμενα σημεία καμπής της Γ. 


ΛΥΣΗ 

Η ί είναι παραγιογίσιμη στο ΙΚ και έχουμε Γ'(χ) = (χ- 1)(χ-2) : V χ ε ΙΚ. 
Στον επόμενο πίνακα φαίνεται το πρόσημο της Γ(χ) και της ί''(χ) για χ ε ΙΚ, 
όπου ί' '(χ) = (χ - 2) 2 + 2(χ - 1) (χ - 2) = (χ - 2) (3χ - 4). 



Η ί έχει ελάχιστο για χ = I ίσο με 
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Γ , Γ 4 3 2 V 

ί(1)= I (1—1 ){1—2)'<ί! = -— 5 ϊ- + 8 ϊ— 4ι δηλαδή ί( I ) = -- 
/β 15 3 2 ] 0 4 




17 

12 


Έχει επίσης δύο σημεία καμπής για χ = ^ και χ = 2, με τεταγμένες αντίστοιχα 

ν = (ί-1)(ΐ-2) 2 (1ΐ=Μ_320 + 64_ 16 = 256 + 16 = 400 

) 0 81 81 9 3 81 9 81 

και γ,= | (I- 1)(1-2)"<11 = 4- — + 16-8 =- —. 

' I 3 3 


ΘΕΜΑ 206 

Θεωρούμε τη συνάρτηση Γ: ΙΚ + * —> ΙΚ με τύπο ίίχ)=1 1 ϋϊ1 V χ > 0. 

^χ 

α) Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας και τα ενδεχόμενα ακρότατα 
της Γ. Είναι παραγωγίσιμη για χ=1; 
β) Να βρείτε τα ενδεχόμενα σημεία καμπής της Γ και τις ασύμπτωτες 
του διαγράμματος της Γ. Να κατασκευάσετε πίνακα μεταβολής της Γ 
και αντίστοιχο διάγραμμα για 0 < χ < +». 

^2 

γ) Να δείξετε ότι είναι I Κχ),ΐχ < 2^ -1|. 


ΛΥΣΗ 


α) Είναι Ιηχ > 0 για χ > ί και Ιηχ < 0 για 0 < χ < 1, άρα λοιπόν 



ί- — αν 0 < χ < I 

I Υχ 

1 — αν χ > 1 

| νχ 


.Η Γ είναι συνεχής για χ >0,αφού είναι 


Γ(χ) = 


Ιηχ 


και η συ¬ 


νάρτηση με τύπο =£■ 

ίχ 

είναι συνεχής για χ > 0. 
Όσον αφορά την παρα- 


Αν σ’ ένα διάστημα Δ είναι συνεχής μια συνάρτηση 
£. τότε και η σι>νάρτηση Ι§! είναι συνεχής στο ίδιο διά¬ 
στημα. Όμως, αν η § είναι παραγωγίσιμη σε σημείο 
Χο με 8(Χο1 - 0» ενδέχεται η συνάρτηση Ι§1 να είναι ή 
όχι παραγωγίσιμη στο χ^. Αν όμως §(χ (ι ) Φ 0 τότε και 
η ΙβΙ είναι παραγωγίσιμη στο Χο. 








196 


γωγισιμότητα, η ί είναι στα ανοικτά διαστήματα 0 < χ < 1 και 1 < χ < +» 
επίσης παραγωγίσιμη με. 


Γ(Χ) = 


1ηχ-2 


2χ/χ 

2-Ιηχ 


2χΐΤχ 


αν 0 < χ < 1 


αν χ> 1 


Για χ = 1, έχουμε Γ(χ) = 0 και είναι 


Γ'(1)= Ιίτη -Μ- = Ιίτη [- - 1πχ -1—1, αφού ϋηι -1Π5-= I (Ηο^ρΐΐαΙ) 
*-*ΐχ—1 *-»ι\ (χ-1)ν7/ *-* ι χ — 1 


Επίσης ί'(1) = Κιο 


Ιπχ 


-*ι*(χ— Πνχ 


= 1. Η Γ δεν είναι παραγωγίσιμη για χ = 1. 


Μονοτονία - ακρότατα. Το πρόσημο της Γ(χ) φαίνεται στον επόμενο πίνακα. 
Σημειιίινοιφιε ότι είναι Γ(χ)=0 για Ιηχ = 2 δηλ. για χ = ε 2 και Γ(χ)>0 
τότε και μόνο, όταν 1 < χ < β 2 . 



Είναι Ιίτη Γ(χ)- Ηηη Ιίτη = Ιΐιτι -^-0 

και ΙΐηιΡ(χ)= Ιίτη ^ 
χ -*0 *-*0 “/χ 

Η ΐ έχει ελάχιστο για χ = 1 με - 0 και μέγιστο για χ = ε 2 ίσο με 
Γη»»* = 2/ε. Το σύνολο τιμών της είναι το διάστημα (0, +») των αυστηρά θετι¬ 
κών αριθμών. 

β) Σημεία καμπής - κοίλα κυρτά 

|8~|ίηχ αν ο<χ< 1 

Εχουμε τώρα <“'(*) = ,? χ Λ . 

ανχ>1 

\ 4χ'^χ 


Το πρόσθιο της ί' '(χ) και η κυρτότητα της ί φαίνονται στον επόμενο πίνακα. 


X 

0 1 

ε 8 " +~ 

Γ'(χ) 

+ II - 

0 + 

«χ) 

+» 0 ^-- 



σημείο ανάκαμψης 

καμπή 
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Το διάγραμμα της ί έχει σησμείο καμπής το 

/ 2/3 β *4/3\ 

Μ|β',^β | και σημείο ανάκαμψης το (1,0) 


' Σημείο ανάκαμψης 


Γωνιακό σημείο, στο οποίο αλλάζει 
η κυρτότητα τον διαγράμματος 


Υ) Για 1 <χ<ε* έχουμε 0£Γ(χ)2-, οπότε 

ε 

2 

I ί(χ)άχ £1 (6 2 - I) = 2|β-Ι|. 

ΘΕΜΑ 207 


ν· 

«*>- 

νϊ 









\ /Τ'ν-Μ 

V / 1 



\τ · 1 

— ,. 

Ο 

0,0) β 1 

_ 

X 


-ί' 


Αν για κάθε χ ε [0, +») είναι Γ(χ) < 0 και Γ(χ) = | Γ(ί)άΙ να απο¬ 
δείξετε ότι 

α) I Ρ(χ) > Ρ '(χ) για κάθε χ > 0 και 
χ 


να απο- 


β) Εάν η έχει οριζόντια ασύμπτωτο την ευθεία -2 στο +<« τότε 

•X 


το Κιη 
*-»♦«· 


ΐπιίί 

--«Λ 


Γ(ί)άΙ = 2. 


ΛΥΣΗ 

α) Εφαρμόζοιηιε το Θ.Μ.Τ. του διαφορικού λο- 
γιτηιού στη συνάρτηση Ρ στο διάστημα [0, χ). 
Υπάρχει λοιπόν ξ ε (0, χ) τέτοιο ώστε 

.ο 



Ρ # (ζ)“ αλλά Ρ(0)= I Γ(ΐ)άΐ = 0 άρα υπάρχει ξε (0, χ): 

χ /ο 

Ρ'(ξ) - . Έχουμε όμως Γ(χ) <0 V χ έ 0 κατά συνέπεια η ί είναι 


αυ- 


χ 
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■(/; 


στηρά φθίνουσα στο [0,+°®) και επειδή Ρ'(χ) = | | ί(ι)ΐΐ! | = ί(χ), Ρ'(χ) 

είναι αυστηρά φθίνουσα στο [0, +<») άρτι 

Ρ'(Ε)>Ρ'(χ)«Ϊ^Ι>Ρ'(χ), V χ > 0. 
χ 

Ρ) Ειρόσον η Ο* έχει οριζόντια ασύ|ΐπτωτο την γ = 2 στο -Η» συμπεραίνουμε 
ότι Ιίτη Γ(χ) = 2. Από το (α) ερώτημα έχοιφιε 


> Ρ'(χ) <=> Ρ(χ) > χί(χ) και Και (χΓ{χ)) = +°°·2 = -η» . Έχουμε λοιπόν 


για το ζητούμενο όριο: Ηιη -( Γ(1)<1ΐ = Ιϊγπ £&! = (-. 

Χ Λ χ 


με Ρ{χ) και χ 


παραγωγίοιμες οπότε εφαρμόζοντας τον κανόνα Ε' ΗοΐρίΟιΙ θα είναι: 
Ιΐπι **>-= Ιίτη Ο0 = Ιίηη ί(χ) = 2, 

X Χ-+Ή» 1 Λ- 


ΘΕΜΑ 208 


Δίνεται η συνάρτηση Γ(χ) = Λ Ι 2χ + - 

V χ-1 


α) Να μελετηθεί ως προς τη μονοτονία 

. . Γ 1 

Ρ) Να Ρρεθει το οριο Ηιτ» I «1)ι1Ι, 


ΛΥΣΗ 


α) Το σύνολο ορισμού της Γ είναι Α = (-<», -3/2) υ (1, +*>) και η ί είναι πα- 
ραγωγίσιμη στο Α' = (-®°, -3/2) υ (1, +«), Έχουμε 



άρα η ΐ είναι αχ’στηρά φθίνουσα στα διαστήματα (-», -3/2] και {I. +*>). 
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β) Η Γ είναι αυστηρά ψΒίνοχ'αα οτο [χ, χ + 11 σΐΎεπώς 


Γ(χ + |)(χ + 2-χ>2 ^ ί(ΐ)ϋΐ<Γ(χ)(χ + 2-χ) και Γ(χ + I 

με Ππι ί(χ + I) = λ! Ιΐπϊ - = λ / Ιιγπ — = Ίΐ όπωςκαι 
*-*■*- V *-*■*« χ V <-»+" χ 


/2χ + 3 


Ιϊιτ» λ / ——- = V 2 . Οπότε έχουμε Ιίιτι 2Γ(χ + 1) = Ιιγπ 2Γ(χ) = 2{2 
-»+* V Χ“ I Χ->+~ Λ-ί+-« 


και με το κριτήριο παρεμβολής Ηπι I = 2 V 2 


■-Γ 


ΘΕΜΑ 209 

Δίνεται η συνάρτηση φ(χ) = I Ιη * I β“(1ϋ I άί να δείξετε ότι 


•Μ λ 


V χ > 0, φ·(χ) + χΦ"(χ) = β* - β. 
ΛΥΣΗ 

Έχουμε Φ(χ) = | (Ιηχ - ΙηΟ | β ϋ ίΙιι 

=^ ιηχ^ β<ΐ£ * υ ^/ί ε ^ υ 

(/, 4 -ί Η* 


άί- 


<Ιΐ - 


<ίιι|<3ΐ 

η οποία είναι παραγωγίσιμη V χ > 0. Είναι 


Φ'(χ)=(Ιηχ)' 


7 ,(ί 4 Ηί (Η Λ ) Ίί γΡύ 

= —(I 6 υ <Ιιι| άΐ + Ιηχ ο“(1υ - Ιηχ ί β^υ = 
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■}ί(Η 


Λ. Οπότε για χ>0 έχουμε χΦ 


Ή, (/,'“+ 


και 


παραγισγίζοντας παίρνουμε Φ'(χ) + χφ' '(Χ) = 6 άιι δηλαδή 


Ή 


Φ'(χ) + χφ' '(χ) = ε -β. 


ΘΕΜΑ 210 

Έστω Γ, μ συναρτήσεις με συνεχείς παραγωγούς στο ΙΚ και τέτοιες 
ώστε να είναι Γ(0) = 1 και 

2Γ(χ)8(χ) = | [ήΐ) + 8 2 (Ι) +(Γ'(ί)) 2 + (β'ίθ)*] ϋί V χε ΙΚ (1) 

και Γ(0) = I. Να δείξετε ότι θα έχουμε και Γ 2 (χ) - § 2 (χ) = I. 

ΛΥΣΗ 

Παραγωγίζουμε τα μέλη της (I) και έχουμε 
2 Γ(χ)§(χ) + 2ί(χ)§'(χ) - ί^χ) + § 2 (χ) + [Γ(χ)] 2 + [β'(χ)] 2 V χ ε ΙΚ άρα και 
[ί(χ)-8'(χ)] 2 +ΐ8(χ)-Γ(χ)] 2 = 0 νχε ΙΚ. 

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι είναι 

Γ(χ) = 8(χ) *«ι 8'(χ) = ί·(χ) νχβ ΙΚ 

οπότε 

^-[Γ(χ)-8 2 (χ)]= 2ί(χ)Γ'(χ)-2§(χ)§'(χ) = 2Γ{χ)§(χ)-2ί(χ)§(χ) = 0 Υχε ΙΚ 
ώί 

Θα είναι λοιπόν ^(χ) - § 2 (χ) = ο = σταθ. για χ ε ΙΚ. 

Εύρεση της σταθερός ο 

Θέτοντας χ = 0, βρίσκουμε ο = ^(0) - § 2 (0) = 1 - § 2 (0). Για χ = 0 όμως, 
παίρνουμε από την (1) 2Γ(0)β(0) = 0, οπότε $>(0) = 0, αφού ί(0) = 1. 
Προκύπτει ο -1^(0) - § 2 (0) =1-0=1 και τελικά ^(χ) - § 2 (χ) = 1 V χ ε ΙΚ. 


ΘΕΜΑ 211 

α) θεωρούμε τη συνάρτηση ί: [0* 4] —> ΙΚ με τύπο Γίχ) = χ 4 4~ χ . 

► 
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► 

Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας της Γ και τις τιμές του χ για τις 
οποίες είναι Γ(χ) < I καθώς και εκείνες για τις οποίες έχουμε Γ(χ) > 1. 
β) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα 

1=^ ηΐ3χ(4\χ 4 )άχ 



ΛΥΣΗ 


α) Είναι Γ(χ) =4χ 3 4"*-χ 4 4'*1η4 \/χε [0,4] οπότε 

Γ(χ) = χ 3 4~ χ (4 - χ1η4) V χ € [0,4]. Θα έχουμε λοιπόν Γ(χ) - 0 για 

χ = Ε = — ενώ Γ(χ) >0 για 0<χ<ξ και Γ(χ)<0 για ξ<χ<4. 

1η4 

Είναι φανερό ότι είναι ξ < 4, αφού 1π4 > Ιπε = 1. Είναι επίσης ξ> 2, δηλαδή 

~ > 2, δηλ. 21η4 < 4, αφού είναι Ιη4 < 2 χαι τούτο διότι 2 = 1π(β 2 ) > 1π4. 

Ιπ4 

Η μεταβολή της ί στο διάστημα [0, 4] φαίνεται στον επόμενο πίνακα 



Έχουμε όμως Γ(2) = 2 4 4 2 - 1 και ί(4> = 4 4 4“ 4 = 1. Θα είναι λοιπόν ί(χ) > 1 
για 2 £ χ <, 4 και 0 < ί(χ) £ 1 για 0 < χ £ 2. 


β) Για 0£χ£2 έχουμε χ 4 4" χ £ 1 , δηλαδή χ 4 £ 4 Χ και για 2 < χ < 4 έχουμε 
επίσης χ 4 > 4\ Άρα λοιπόν 


1= ί 4*(1χ+ ί χ 4 όχ - — 

λ I I* 

και τελικά Ι = -ϋ+2^- 


ΙΗ- +1 (4-2*) = ϋ+ ί(1024-32) 
Ιη4 5 1η4 5 


ΘΕΜΑ 212 

Έστω Γ: [0, +«>) -> (0, +°») συνάρτηση, παραγωγίσιμη στο διάστημα 
[0, +«>) με την επόμενη ιδιότητα: 
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Αν θεωρήσουμε σαν ανεξάρτητη μεταβλητή την ξ = I ί(ΐ)(1ί η 

}α 

νέα έκφραση της συνάρτησης είναι β"*. Να βρείτε τον τύπο ί( χ). 
ΛΥΣΗ 


Ο τύπο ο - * πρέπει, με την αντικατάσταση ξ = I ί(ΐ)άΓ να μετατρέπεται στον 

/ο 

τύπο ί(χ) της συνάρτησης» να έχουμε δηλαδή 

-| «ι»Λ 

€ = ί(χ) ΥχέΟ (1) 

Είναι όμως ί(χ)>0 V χ >0 και έχουμε Γ(χ) = ε 1ηί(!() (χ > 0). 

Η (1) γίνεται - | ί(ΐ)άΐ = Ιηί(χ) νχ>0. 

/ο 


Παραγιογίζοντας ως προς χ έχουμε 

-Γ(χ) = V χ > 0 και 1 = V χ > 0 και τελικά 

Γ(χ) 


Γ(χ) 


XI = (χ)" V χ > 0 οπότε — = χ + ο για χ > 0 (2) 

ί(χ) ] «χ) 

Για χ = 0, βρίσκουμε από την (1) Γ(0) = σ°= ! και από την (2) 

—!— = ς, οπότε ο = 1 και έχουμε —- = χ + 1 V χ > 0 και τελικά 
ί(0) ' ί(χ) 

ί(χ)= 1 


χ + 1 


V χ>0, 


ΘΕΜΑ 213 

α) θεωρούμε τη συνάρτηση ί: [0,1] -» |Κ, συνεχής στο διάστημα 10,1]. 
Να δείξετε ότι θα έχουμε 

I 

χΠημχ)άχ = -- | Γ(ημχ)άχ ίΐ) 


I χ((ημχ)άχ = ?Ι I 
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► 

β) Με τη βοήθεια του πρώτον συμπεράσματος (ή με άλλο τρόπο) να υπο 
λογίσετε το ολοκλήρωμα 

1«Γ Χί Μ χ ϊ άχ 

ίο 1 + συνχ 


ΛΥΣΗ 

α) Μετασχηματίζουμε το ολοκλήρωμα τον πρώτον μέλους της ( 1 ) θέτοντας 
χ = π-ΐ. Είναι τότε ημχ = ημ(π-1) = ημί, ενώ άχ = -άχ και έχουμε 


^ χί(ημχ)(1χ=^ 


χί(ημχ)άχ = I (π -1) Γ(ημΐ)(-<1ΐ) 


I χί(ημχ)άχ =π I 

}ο /ο 


■/.·- 

-Γ 


ϊ)ί(ημΐ)(1ΐ. 


Άρα λοιπόν, | χί(ημχ)άχ =π I ί(ημΐ)όι- I Ιί(ημί)<1ΐ 


)ή I χί(ημχ)<1χ =π | Γ(ημχ)άχ-| χί(ημχ)άχ 

ία ίο ίο 


Οιιλαόή | χί(ημχ)ι!χ 

οπότε 2 I χί(η|ΐχ)άχ =π I Γ{»ιμχ) <3χ και τελικά 

ίο ίο 

είναι { χΓ(ημχ)άχ= — I ί((ημχ)άχ. 


β) Το ολοκλήρωμα I γράφεται 1= I χ —<1χ και είναι της μορφής 

ίο 2- ημ’χ 

χί(ημχ)<3χ με Γ(ημχ) = -5^ -- . 
ίο 2 - ημ χ 

Σύμφωνα λοιπό\’ με το συμπέρασμα του πρώτου ερωτήματος, θα έχουμε 

I _ π | ημχάχ 
2 )ο 2 - ημ 2 χ 

Θέτουμε I = συνχ και έχουμε 


_ π / -ά(σι·νχ) 
2 ίο 1 + συν'χ 
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Ι__π ( <Η _π ( φ 
~ 2 1 ί + 1 ~ 2 )-ι 1 + Γ 


Θέτοι^ιε τιυρα Ι = εφυ, οπότε όΐ = (1 +εφ 2 ιι)(1υ = (1 +Ι 2 )(1υ και 


(** 2 [** 

=ε| 1ί±Ο ί ι ϋ =^ I 

2 I + I* 2 


<|„ = * 2* =£Ε_. 
2 2 4 


ΘΕΜΑ 214 

α) Να δείξετε ότι για να έχουμε 

α + βημχ + γσυνχ = 0 V χ ε ΙΚ, (α, β, γ ε ΙΚ) 
πρέπει και αρκεί να είναι α = β = γ = 0. 

β) Να βρείτε τις σταθερές α, βε ΙΕ για τις οποίες είναι 
3ημχ + 5συνχ = χΓ(χ) + βΓ(χ) V χ ε ΙΚ. 
γ) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα 

/"β 

1=1 3ημχ + 5συνχ ^ 

] 0 ημχ + συνχ 


ΛΥΣΗ 

α)'Εστω ότι είναι α + βημχ + γσυνχ = 0νχεΙΚ (1) 

Παραγωγίξουμε ως προς χ και έχουμε βσυνχ - γημχ = 0 V χ ε ΙΚ (2) 

Για χ = 0 και χ = ^·, προκύπτει αντίστοιχα β = 0 και γ = 0 οπότε, από την 

(I) παίρνουμε και α = 0. 

Αντίστροφα, είναι προφανές ότι αν α = β = γ = 0, ισχύει η (1) για κάθε χ ε ΙΚ 
β) Είναι αί(χ) + βΓ(χ) = α(ημχ + συνχ) + β(σι>νχ - ημχ) = 

= (α - β)ημχ + (α + β)συνχ V χ ε ΙΚ 

και η αντίστοιχη συνθήκη γίνεται 

(3 - α + β)ημχ + (5 - α - β)συνχ = 0 V χ ε ΙΚ 

Η τελευταία, ισχύει τότε και μόνο, όταν είναι 3 - α + β = 0 και 5 - α - β = 0 
και βρίσκουμε α = 4, β = 1. 

0*η 

γ) Είναι 1= ί 4 Γ ( χ ) + ί ( χ ) <ΐχ = 4 Γ όχ + Γ ίΐίίΐάχ οπότε 

λ Γ(χ > λ )ο ΐ(χ) 
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I = 2π +[ ΙηΙί(χ)Ι]^ = 2π + ΙηΓ - 1ηί(0) = 2π. 



ΘΕΜΑ 215 

α) Να βρεθούν οι σταθερές α, β ώστε να έχουμε 

3 + 4ημχ + 7συνχ - αί(χ) + βΓ(χ) V χ ε ΙΚ (1) 
όπου ί(χ) -1 + 2ημχ + συνχ V χ ε ΙΚ 
β) Να βρείτε το ολοκλήρωμα 



+7συνχ 


2ημχ+ συνχ 


ΛΥΣΗ 


α) Είναι Γ'(χ) = 2συνχ -ημχ (χ € ΙΚ) και η (I) γίνεται 

3 + 4ημχ + 7συνχ = α(1 + 2ημχ + συνχ) + β(2συνχ - ημχ) V χ ε ΙΚ 
δηλαδή (3 - α) + (4 - 2α + β)ημχ + (7 - α - 2β)συνχ = 0 V χ ε ΙΚ, 

Προς τούτο, πρέπει και αρκεί να είναι α=3 και 4~2α +β=0 και 7 - α - 2β = 0 
οπότε βρίσκουμε α = 3 και β = 2. 

β) Είναι 3 + 4ημχ + 7συνχ = αΡ(χ) + βί'(χ) - 3Γ(χ) + 2Γ(χ) V χ ε ΙΚ και άρα 




1 = 3Μ±2Πχ)<1χ= 3 + 2^<1χκαι 


3 + 2 ιΐχ και 

I «χΠ 


Γ(χ) } 0 I «X) 



ΘΕΜΑ 216 Μ Γ " 1 


α) Έστω ί συνάρτηση συνεχής στο διάστημα [α, β] (α < β). 
Να δείξετε ότι είναι 



► 
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β) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα 






Λ*ίΙ 

= |„|1±ί1“ )(|χ 

^ 11 +συνχ/ 


ΛΥΣΗ 

α) Μετασχηματίζουμε το δεύτερο μέλος της (1) με τιγ\' αντικατάσταση ί = α+β-χ. 
Θα έχουμε άΐ = —<3χ, οπότε 

ί Γ(α + β-χ)<1χ = ί ί(ΐ)(-Λ) = ( ί(1)όΙ οπότε 

/« Λ /α 

ί(α + β - χ)άχ = I ί(χ)άχ. 

/11 /11 

β) Εφαρμόζουμε το συμπέρασμα (1) στο ολοκλήρωμα 1 και παίρνουμε 
1= [ 1π| * ’ ■ |Οχ αφού ημ|^-χ| = συνχ και συν|-^-χ| = ημχ 


ι·^'- 

I 1η| γ + αφού ημ|^-χ| = συνχ και συν|^-χ| = ι 


συνχ 
ημχ 

Συμπεραίνουμε ότι είναι 
21 = I +1 = | ^ ; Ιη^ 1 + ^ 1+ Ιη|1±™* 


• συνχ 


1 + ημχ /. 


όχ δηλαδή 


■Γ 


21= | 1π1όχ = 0. Είναι λοιπόν 1 = 0. 


ΘΕΜΑ 217 ^ 


Έστω Γ συνάρτηση συνεχής και αυστηρός αύξουσα και θετική στο 
διάστημα [α, βΐ όπου 0 < α < β και Γ(α) = γ, ί(β) = δ με 0 < γ < δ. 

Να χρησιμοποιήσετε τη γεωμετρική σημασία του ολοκληρώματος και 
να δείξετε ότι ισχύει: 

^ ί(χ)ύχ+^ Γ'(χ)ι1χ = βδ-αγ 
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•5 


ΛΥΣΗ 


Έστίο (γ) το διάγραμμα της Γ. Τότε, η (γ) είναι επίσης και διάγραμμα της συ¬ 
νάρτησης με τύπο ί· 1 (γ) = 8(γ) με ανεξάρτητη μεταβλητή γ και σύνολο ορισμού 
το διάστημα [γ, δ] τον άξονα γ'γ. 



Είναι λοιπόν 


■ 


£, * | Γ(χ)άχ και 


■ 


Ε, = I ί (γ)άγ. Όμως στο 


ορισμένο ολοκλήρωμα επιτοέ- 
πεται πάντοτε η αλλαγή της (ΐε- 
ταβλητής ολοκλήρωσης. 


• Το πρόβλημα ξεκαθαρίζει ένα σημείο, μάλλον 
σκοτεινό για πολλούς υποψηφίους. Είναι γνω¬ 
στό ότι για να βρούμε τον τύπο της αντίστροφης 
συνάρτησης της ί(χ), λύνουμε ως προς χ την 
εξίσωση γ = ί(χ) και έστω ότι βρίσκουμε 
χ = £(γ) τότε §(γ) είναι ο τύπος της αντίστρο¬ 
φης, με ανεξάρτητη μεταβλητή γ. Για τη συγκρι¬ 
τική μελέτη των δύο συναρτήσεων, τις αναφέ¬ 
ρουμε }ΐε την ίδια ανεξάρτητη μεταβλητή χ και 
γράφουμε ί~ ! (χ) = £(χ). Τελικά το διάγραμμα 
της Γ*(χ) είναι το συμμετρικό εκείνου της Γ ως 
προς τη διχοτόμο γ = χ, Τούτο όμιος οφείλεται 
στο γεγονός ότι το πεδίο ορισμού των δύο συ¬ 
ναρτήσεων απεικονίζεται στον ίδιο άξονα χ' χ. 
Αν όμως κρατήσουμε για την αντίστροφη συ¬ 
νάρτηση § ανεξάρτητη μεταβλητή το γ και το 
ούνολο ορισμού τΐ}ς το απεικονίσουμε, σε τμήμα 
του γ'γ, το διάγραμμα της Γ 1 = $ αποτελεί 1 ται 
από την ίδια καμπύλη, του αρχικού διαγράμμα¬ 
τος της ΐ. 


Είναι λοιπόν ε. 


■ί 

/γ 


£,+&,=£ ί(χ)ώι + ^ 


(χ)άχ, οπότε έχουμε 
Γ _1 (χ)<1χ - βδ - αγ. 


ΘΕΜΑ 218 

Έστω ί: [α, β] —* ΙΚ παραγωγίσιμη συνάρτηση στο διάστημα 
[α, β] (α < β) με ί(α) = Γ(β) = 0 και τέτοιοι ώστε να είναι 

(Γ(χ)| < Μ V χ ε Ια, β). Εστω Μ > 0 (ϊ) ► 












208 


α) Να δείξετε ότι η συνάρτηση §, με τύπο Γ(χ) - Μχ είναι αυστηρός 
φθίνουσα, ενώ η συνάρτηση β 2 Μ ε τύπο ί(χ) + Μχ αυστηρός αν- 
ξουσαγια χε [α,β], 

β) Να δείξετε ότι για κάθε I € [α, β] είναι 

-Μ(1 - α) £ 1X4) < Μ(1 - α) 
γ) Να συμπεράνετε ότι είναι 


Ιί 


Γίχ)ιΙχ 


^ Μ(β - α) 
2 



ΛΥΣΗ 

α) Η (1) γίνεται -Μ < Γ(χ) < Μ V χ ε [α, β] οπότε 
(Γ(χ)-Μχ)'£0 V χ € [α, β] χαι 
(Γ(χ) + Μχ)' > 0 V χ € [α, β| 

Συμπεραίνουμε ότι η συνάρτηση §, με τύπο £|(χ) = Γ(χ)-Μχ είναι φθίνουσα 
ενώ η σι·νάρτηση § 2 με τύπο £ 2 (χ) = Γ(χ) + Μχ αύξοικταστο [α, β]. 

β) Για κάθε I με α<1<β θα είναι £ ( (α)^ §)(!:) και § 2 (α) ί § 2 (0, οπότε 
-Μα έ Γ(1) - Μι και Μα<Γ(ΐ) + Μΐ άρα λοιπόν 
Γ(1) δ Μ(1 - α) και -Μ(1 -α)<, ί(1) V ι ε [α, β] (2). 


γ) Ολοκληρώνοντας τις σχέσεις (2) στο διάστημα [α, β], βρίσκουμε 


-Μ 


2Ϋ /* 

μί ι 
2 I I 


ί(1)άΐ < Μ 


0-α)~ 


δηλαδή 


^ ί(ΐ)άΐ < Μ ^ _ α ^ και τελικά || Γ(ΐ)άί 


Γ 

/ α 


5ΜΜ. 

2 


ΘΕΜΑ 219 

Έστω Γ: ΙΚ —>(0, +°°) παραγωγίσιμη συνάρτηση στο ΙΚ με συνεχή 
παραγωγό και Φ: ΙΚ -> ΙΚ η συνάρτηση με τύπο: 


Φ(1) = 



Γ(χ)Π*-χ)άχ 
[Γ(χ) + Γ(1-χ)] 2 


V ί € ΙΚ (1) 


► 
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► 


Να δείξετε ότι ΐ) Φ είναι παραγωγίσιμη στο !Κ και είναι 


Φ'<0) = 


Γ(0) 

4Γ(0) 


ΛΥΣΗ 

ί° 

Θέτουμε ι-χ = υ,οπότε -άχ = άιι και Φ{ι)= I 00 (—οΐυ) 

/, [Γ(1-υ) + ί(α)Γ 


δηλαδή Φ(1)= ( ί(1 - Μ)Γ(ϋ) άα (2) 

/· [ί(ι-ϋ) + ί(ϋ)Γ 

Από τις (!) και (2) (προσθέτοντας κατά μέλη) προκύπτει 


2Φ(1) = 

2Φ(0 = 


ί 

ί 


Γ(χ)Γ(1-χ) + ί(χ)Γ(ϊ-χ) άχ όηλαί)ή 


[Γ(χ) + ί(ΐ-χ)] 


ί(χ) 


άχ (Τ(χ) + ί(ΐ-χ) 


άχ = 


ί(χ) 


ίί(χ) + Γ(1 - χ) 


= Μ - Μ = ΜζΜ 

ί(0 + ί(0) Γ(0) + ί(1) ί(1) + ί(0) 


1 

0 


και τελικά Φ(1) = — VI ε ΙΚ. 

2 Γ(() + Γ(0) 


Προκύπτει ότι θα είναι 

φ'(ΐ)= VI ε ΙΚ και Φ'( 0 ) = Γ_(°>.. 

[ΚΟ + Γ(0)] 2 4?(0) 


ΘΕΜΑ 220 

Να βρείτε την τιμή τον α («ε ΙΚ) για την οποία το εμβαδό της πε¬ 
ριοχής του επιπέδου που βρίσκεται ανάμεσα στο διάγραμμα της συνάρ¬ 
τησης με τύπο ί(χ) = α - χ 2 » τον άξονα χ'χ και τις ευθείες χ = -1 και 
χ = 1, είναι ίσο με 4/3. 
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ΛΥΣΗ 


Το διάγραμμα (γ) της συνάρτησης Γ, τέμνει 
τον άξονα γ'γ στο σημείο Μ(0, α) και τις ευ¬ 
θείες χ=-1 και χ=1 οτιισημεία Α(-Ι,α-Ι) 
και Β( I, α - 1) αντίστοιχα. 

Παρατηρούμε ότι για τη μορφή του τύπου και 
την αντίστοιχη έκφραση του εμβαδού, υπάρχουν 
οι τρεις επόμενες δυνατότητες: 
α) α > 1 (περίπτωση I) 

Το τμήμα του διαγράμματος (γ) το μεταξύ 


των ευθειών χ = - I και χ = I, βρίσκεται ολό¬ 
κληρο πάνω από τον άξονα χ' χ.Έχουμε λοιπόν 
.1 


τ- 


χΓάχ =2α-— 
3 


Η συνθήκη ε = — γίνεται 2α - ^ , και <ιλη- 


θεύει για α = 1. (Η μορφή της περιοχής για α=1. 
φαίνεται στο σχ.2). 

β) 0 < α < 1 Το διάγραμμα (γ) τέμνει τον άξονα 
χ'χ σε σημείο Σ(χ 0 ,0) με 0 < χ 0 < I και το αντί¬ 
στοιχο εμβαδό είναι αυτό της περιοχής του σχ.3. 
Παρατηρούμε ότι η καμπύλη (γ) στρέφει τα κοίλα 
προς τα κάτω, άρα η σκιασμένη περιχή ΣΕΒ περιέ- 
χεται μέσα στο ορθογώνιο τρίγωνο ΣΕΒ, Το ε^ιβα- 
δό της είναι μικρότερο του εμβαδού του τριγώνου 
τούτου, άρα και του τριγώνου ΣΤΒ, οπότε και του 
τραπεζίου ΟΣΒΚ. Το ε^ιβαδό 6 της σκιασμένης 
(συνολικά) περιοχής είναι μικρότερο από το εμβα- 
δό της περιοχής ΑΜΒΚΑ που είναι ίσο με 4/3. 
Αρα. δεν υπάρχει τιμή του α, με 0 < α < I για 
την οποία να είναι 8 = 4/3. 
γ) α < 0 (βλ.σχ.4) 

[' , 

Είναι τότε ε = - I (α — χ )<1χ 6ηλα6ή 








































υο ι ν> 


21 ! 


ε 



Ί Λ 

ε=—2α. Η συνθήκη ε = γίνεται τότε 
2 3 


- 2α = ~ και βρίσκουμε α = - ί. 


Σιηιπεραίνουμε τελικά ότι έχουμε ε = - 


τότε και μόνο, όταν είναι α - 1 είτε α = - 


1^ 

3 * 


ΘΕΜ Α 221 

Έστω ΐ: ΙΚ —» ΙΚ συνάρτηση συνεχής στο ΙΚ και τέτοια ώστε να είναι 


ί «»)ίΙΙ = χ+ ί (ί- 


χ)Γ(ί)άί νχε ΙΚ (1) 


α) Να δείξετε ότι είναι Γ(0) = Ι και ότι η ί είναι παραγωγίσιμη στο ΙΚ. 
β) Να βρεθεί η συνάρτηση Γ. 

ΛΥΣΗ 

α) Εφόσον η Γ είναι συνεχής στο ΙΚ, τότε τα δυο μέλη της (1) είναι συναντήσεις 
παραγωγίαιμες στο ΙΚ. 

β) Παραγωγίζουμε τα μέλη της (1) ως προς χ και έχουμε 


ί ί χ 

Γ 

I ί(ι)& - X 

Γ(1)ώ 

1 )ο 

/ο 


Γ(χ)=Ι+^-|| ΐί(ι)Λ-χ ( Γ(ΐ)όι δηλαδή 
Γ(χ) = I + χί(χ) - χί(χ) - | ί(ΐ)άΙ V χ € ΙΚ άρα και ί(χ) 


/' 


-'-ί 
ί 


ί(1)ό( (2) 


Συμπεραίνουμε ότι είναι Γ(0) = I και ότι — ί(χ) = - — | Γ(ΐ)άΐ V χ ε ΙΚ 

ι3χ άχ 

δηλαδή Γ(χ) = -ί(χ) Υχε ΙΚ και Γ(χ) + ί(χ) = 0 V χ ε ΙΚ 
Προκύπτει ότι είναι και 6 χ Γ(χ) + β χ ί(χ) = 0 V χ € ΙΚ δηλαδή ότι 
ΐ€*ί(χ)]' = 0 V χ ε ΙΚ και άρα ε χ Γ(χ) = ς = σταθ. 

Για χ — 0, βρίσκουν Γ(0) - ς, οπότε ο = 1 και είναι Γ(χ) = β"* V χ ε ΙΚ. 
Παρατηρούμε αντίστροφα, ότι για ί(χ) = ε"*, τα μέλη της (2) έχουν ίσες τιμές 
για χ = 0 και ίσες παραγωγούς στο ΙΚ, άρα η (2) ισχύει V χ ε ΙΚ. Τούτο ση¬ 
μαίνει ότι τα μέλη της (1) έχουν· ίσες παραγωγούς στο ΙΚ. Έχουν όμως και 
ίσες τιμές για χ =0. Αρα η (1) ισχύει V χ ε ΙΚ. 
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ΘΕΜΑ 222 

Δίνεται συνάρτηση ί: [α, β] —»ΙΚ, συνεχής σ' αυτό. 

Να δείξετε ότι υπάρχουν Χ|, χ 2 ε (α, β) τέτοια ώστε 

I Γ(χ)ιΙχ = (β - Χι)ί(χ,) «αι ^ ί(χ)ι1χ = (χ Ι -α)ί(χ ! ) 


ΔΥΣΗ 

Για το πρώτο ζητούμενο αρκεί ν.δ.ο 


η εξίσωση I Γ(ι)<1ι = (β-χ)ί(χ) 

/ ίί 

να έχει ρίζα στο (α,β) ισοδύναμα η 
(β-χ)ί(χ)- ( ί(!)όΐ = 0 

ή 


• Οδηγούμαστε στην εύρεση μιας βοηθητι¬ 
κής συνάρτησης στην οποία να εφαρμόζε¬ 
ται το θ. ΚοΙΙε και αυτό γιατί υπάρχει γι¬ 
νόμενο πρωτοβάθμιας που η παραγωγός 
είναι -1 και η Γ(χ) είναι παραγωγός της 


ί 


ί(1)Λ 


Εχουμε δηλαδή τη μορφή 

(β - χ)Ρ'(χ) -Ρ(χ) = 0 


(β-χ) 


(Γ~Μ 


+ (β-χ)' ί(ι)<1ι = 0<=> I (β-χ) ί(ι)άι 


I 


= 0 




Κατά σ\<νέπεια επιλέγουμε ως βοηθητική συνάρτηση την Φ(χ) = (β-χ) «0Λ 


I 

/ α 


η οποία είναι παραγωγίσιμη, ως γινόμενο παραγωγίσιμων συναρτήσεων, στο 
[α, β] άρα και συνεχής με Φ(α) = Φ(β) = 0. Υπάρχει λοιπόν χ, ε (α, β) τέτοιο 


Φ'(χ) = - ί 

/ <ι 


ώστε Φ'(χ,) = 0,αλλά Φ'(χ) = - | Γ(1)άΐ + (β-χ)ί(χ) οπότε 3 χ, ε (α,β) 

Γ 

τέτοιο ώστε I ί(1) Α = (β - χ ,)ί(χ,) 


(» 

Όμοια για το δεύτερο ζητούμενο. Θεωρούμε τη συνάρτηση Ο(χ) = (χ-α) I ί(ι)άΐ 
στην οποία εφαρμόζεται το Η. Κοίΐο στο διάστημα [α, β] αφού Ο(α) = Ο(β) = 0 
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και συνεπώς 3 χ 2 ε (α, β) τέτοιο ώστε 0'(χ 2 ) = 0, αλλά 
0'Μ=^ Γ(0Λ + (χ-α )|I «0λ| = 

= I ί(ΐχΐΐ + (χ -α) (-[ ί(ΐ)άί| = | 


ί(()άι - (χ - α)ί(χ) 


ι* 

οπότε 3 χ 2 ε (α, β) τέτοιο ώστε I Γ(ϊ)άΙ = (χ 2 - α) Γ(χ 2 ) 

Λ 2 


ΘΕΜΑ 223 

Νο δείξετε ότι αν Γ συνάρτηση συνεχής στο [α, β] υπάρχει ξ ε (α,β) 


τέτοιο ώστε 


| (ξ 2 +ΐ)Λί=| ιι 1 


+ Ι)β%ί (1) 


ΛΥΣΗ 


Η (1) είναι ισοδύναμη με την (ξ'+ 1) 


(Γ +1)01, Αρκεί 


ί «0.. «ϊ> ί 

V ί 

I (ί 2 +1)άΐ-(χ 2 +1)| Λΐ = 0 


λοιπόν να δείξουμε ότι η εξίσωση β"'' ί (Γ + 1)<3ΐ - (χ' + 1)1 ο"'Ά = 0 έχει 


μία τουλάχιστον ρίζα στο (α, β) ισοδύναμα η 


ί| Λι| I (| 2 +Ι)άΐ + |^ (ι 2 +Ι)<κ| I Λ = 0<=> 

Η> 


+ I )όΐ | = 0. Επομένως αρκεί να έχει μία τουλάχιστον ρίζα η 
■Ρ 


παράγωγος της Φ(χ) = ^ β ίΜ> Λ ^ (ΐ"+ 1 )ό(. Προς τούτο αρκεί να εφαρμόζεται το 
θ. ΚοΙΙαστο [α,β] για την Φ(χ). Η Φ(χ) είναι παραγωγίσιμη σαν γινόμενο πα- 
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ραγιυγισίμιυν συναρτήσεων και Φ(α) = Φ(β) = Ο σΐΎεπώς εφαρμόζεται το θ. ΚοΙΙο 
δηλαδή 3 ξ ε (α, β): Φ'(|) = 0 και ισοδύναμα η ζητούμενη. 


ΘΕΜΑ 224 

Εάν για τη συνάρτηση Γ ισχύουν Γ(0) = 0 και 2Γ(χ) + 5ί(χ) = 7 (1) 
α) Να βρεθεί η ί 

β) Να υπολογιστεί το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από την € Γ , 

7 

τον και τις ευθείες $ = — και χ = 2. 

5 

γ) Να βρεθεί το όριο I Γ(χ)άχ όταν το χ->+». 


#Κ+5 

ί ' 


ΛΥΣΗ 

5 7 

α) Η δοθείσα ισοδυναμεί με την Γ(χ) + - ί(χ) = - <=> 

ν *«/2 5 V 7 5*/2 

<=>Γ(χ)ε + ^ ί(χ) = — ο <=> 

2 2 

«(«*)*“)'= (- 7 5 “)' ήρα 

ί(χ)6 5,ι/2 = ? &' Π ' + ο αλλά Γ{0) = 0 οπότε ο = - 7 . 
5 5 

Η ί(χ) = Ζ_ Ζ = —(1 _ β 5χβ ). 

5 5 5 


γενικά εάν έχουμε τη μορφή 
Γ(χ) + κί(χ) = λ μπορούμε να 
βρούμε τιγν παράγουσα πολ¬ 
λαπλασιάζοντας με το β*. 


β) Έχουμε για κάθε χ ε [0,2], ο < ί(χ) < | οπό¬ 
τε το εμβαδό που περικλείεται από τον γ'γ, 
την χ = 2, την γ = Ζ και την Ο)· θα είναι 


ε= 



άχ 


αλλά από την (1) 


ί(χ) = Ζ_Ζί'(χ) οπότε 
5 5 



-!ί 


~ | Γ(χΧ1χ = |[«Χ)ΐί = |«2) = |Ζ ( 1-6" 5 )-^-|Ι- 


τετρ. μον. 
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γ) Από το Θ.Μ.Τ. του ολοκληρωτικού λογισμού ατο [χ, χ + 5] έχουμε: υπάρχει 

■ χ+5 


ξ € [χ, χ + 5 ] τέτοιο ώστε 


/. 


ίΐχ)(Ιχ = (χ + 5 - χ)Γ(ξ) = 5 ί(|) και επειδή 


χ < | < χ + 5 για χ —> +°° θα έχουμε και | —»-Η». Συνεπώς 

•χ+5 

Ηγπ 


I, 


ί(χ)άχ = 5 Ηγπ Γ(|) = 5 Ηπι 

|-ί+» 


7 -3» 

--6 
5 


= 7-5 !ίπι ε" ί4ΰ = 7 


διότι β' 5?/2 -> 0. 


ΘΕΜΑ 225 

α) Δίνεται σχ>νάρτ»ιση ϊ συνεχής στο ΙΚ με Γ(4 - χ) = Γ(χ) V χ ε ΙΚ. 
Να δείξετε ότι 

*2 

{(ί)άί = 2 I ί(1)όί = 2 | Μ(ΐΜΐ 

/ Ι-χ /ί / ϊ-χ 


β) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα { |χ - 2\ Vχ 2 - 4χ + 6 όχ. 


[V: 

/ο 


ΔΥΣΗ 

α) 1 = 


,2+* ,1 ^2+* 


ί(1)άΙ = | ί(ι)<1ι+ ί ί(ΐ)άι = 

θέτουμε 1 = 4 - γ οπότε 

^ λ* Λ 

άι = -άχ και 

Γ 2 /* 2+ν 

όταν ι = 2 έχουμε γ = 2, 

1 ί(4-γ)άγ+ I ί(ι)Α= 

Ιΐ+χ / 2 

όταν ι = 2 - χ έχουμε γ = 2 + χ 


»2+χ *3+ι 

= | ί(γ)άγ + | ί(ΐ)άι = 2 1 ί(ι)άι 


.2 *2+ν *2+\ 

Επίσης εφόοον I =^ Γ(ΐ)άΐ + | ί(0άΐ και | Γ(ΐ)άΐ = ί1 


θα έχουμε I ί(1)ά( = 1—^1 <=> 2 I ί(ϊ)<11 = I 
/ 2-» “ /!-« 


ί 
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β) Εχουμε ί(χ) = Ιχ — 21 λ/χ~— 4χ + 6 και 

Γ(4 — χ) = 14 — χ — 21 λ/( 4- χ) 2 -4(4 - χ) + 6 = Ιχ - 21Vχ 2 -4χ + 6 . 

Άρα | ί(χ)άχ=2| Γ(χ)άχ=- ί (2χ-4)(χ~-4χ + ό) άχ = 

/ο Λ> 

= _:|(χ 2 _4χ + 6)· ,β ] 2 = -|(ν(2 2 -4·2 + 6)'-ν?) = 

= ^(-2ν2 + 6ν6)=^(3ΐΤ6-Υ2). 

3 3 


ΘΕΜΑ 226 

α) Να βρεθεί συνάρτηση §{χ) = Γ(χ) + Γ(χ) ορισμένη στο ΙΚ με Γ'(χ) 

+ 2Γ(χ) + Γ(χ) = 0 (1) V χ € ΙΚ και ί(0) = 0, Γ(0) = 1. 

ί 1 -χ ά -Λ 

β) Να βρείτε το Ι 0 = I χ« άχ. Αν Ι ν = I χε άχ να δείξετε ότι 

4.,-Ιί.· 

ΛΥΣΗ 

Η σχέση (1) γράφεται Γ"(χ) + ί'(χ) + ί'(χ) + ί(χ) = 0<=> 

<=> Γ '(χ)β χ + Γ(χ)β χ + Γ(χ)β χ + ί(χ)β χ = 0 « (Γ(χ)ε χ )' + (Γ(χ)ε χ )' = 0 <ί=> 

<=> (Γ(χ)β χ + ί(χ)ο χ )' = 0 άρα Γ(χ)ε χ + ί(χ)β χ - α (2), α σταθερά. 

Αλλά ί'(0) = 1 και Γ(0) = 0 και από την (2) για χ = 0 έχουμε α= I. Άρα 
Γ(χ)β Χ + Γ(χ)β χ = 1 <=> (Γ(χ)ε χ )' = (χ)' και κατά συνέπεια ί(χ)β χ = χ + ο, θέτο¬ 
ντας χ = 0 παίρνουμε ο =0 άρα Γ(χ)ε* = χ <=> Γ{χ) = χε"* με Γ(χ) = (1 -χ)β"\ 

Άρα1 0 =ί Γ(χ)άχ = - ί [Γ'(χ) + 2Γ(χ)]άχ =-[Γ(χ)4 2ί(χ)]^ 

/ο /ο 


= -[(1 -χ)β* + 2χε *] 0 =-[(χ + 1)β ']„ = -?.+ 1 = 1 - -. ί" χβ ' 'άχ 


ψ | I 

Θέτουμε 2 χ= γ<=> χ =— γ χαιάχ = — άγ οπότε για χ=0 είναι γ=0 και για χ= - 


είναι γ = 1. 
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-ί> 


Άρα 1^. = | —γβ * — άγ = — Ι η και για ν+ 1 γίνεται 

2 ν 2* 


ι =_!—ι =—?—1 0 =~ —ι 0 *-ΐν 
2 2<υ+Ι1 2 2 'Γ 4 2^ 4 


ΘΕΜΑ 227 

Δίνεται το ολοκλήρωμα | χ^ΙηχΓάχ, νε 1Ν*. 
α) Να υπολογίσετε το Ι(. 


■Γ' 


β) Να δείξετε ότι ϊ . = — - —ΐΐ. I . 

Υ+1 3 3 Ν 

γ) Να υπολογιστούν τα Ι> και Ι 3 · 
ΛΥΣΗ 



β) Αρκεί ν,δ.ο 3Ι ν+] + (ν + 1 )Ι ν = ε 3 . 


3Ι„, + (ν + 1)Ι ν = 3 ^ χ“(1ηχ)"* ! (1χ + (ν + I) ^ χ'{1ηχ)'άχ - 
= | 1 (χνΟηχ)^ + (ν+1)χ 3 ί(1ηχ)' <3χ = ^ ;{χ 3 )'(1ηχ)' +Ι + χ’Ίοηχ)^ 1 )^ όχ 
= || (χ 3 (1ηχ) Λΐ )'(1χ = [χ 3 (1ηχ) ν+1 ], =ε 3 . 

νΐ ι _ 2 , _ε 3 _ 2 2ε 3 + 1 _ 5ε 3 -2 

2 3 3 *' 3 3 9 

1 = ^_! __ 5β 3 -2 _4ε 3 + 2 

3 3 2 3 27 27 


27 
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ΘΕΜΑ 228 

Δίνεται το ολοκλήρωμα 1^. = 


-ί 


συν χ 

ημχ 


ύχ για ν ε ΙΝ* και 


-π/2 

,= | <* χ 


α) Να υπολογιστεί το Ι ν+ 2 - Ι ν συναρτήσει του ν. 
β) Να βρεθούν τα I)* Ϊ3> 15· 

γ) Να δείξετε ότι |ΐηεα*] =~ 

1 21 ημ 


ημχ 


δ) Να βρεθούν τα Ιο»!*!*· 


ΛΥΣΗ 


( ν1 ** 2 Γ η ν Γ β ν /1 2 ν 

α) ΕίναιΙ^-Ι ν = - ™Λόχ=- I 5Ηϋ, 

}φ Ί** }φ Α 

/”* V 2 Γ 

- ™^*<|χ=- 

!■* Λ 


ΓΚ.ΙΧ 


Θέτουμε συνχ = γ οπότε -ημχ<1χ=ι1γ. 


συν χημχόχ Ό τιιν χ = π/3 τότε γ = 1/2 
και χ = π/2 τότε γ = 0 


Αρα Ι„ 


Γ 

2 *ν 1 

/ο 


γόγ=- 


ν+Ι 


ν + 1 


1/2 


1 


Ίο (ν + 1)2 


ν+1 


-π/2 

β) 1 = 1 = Πη(ημχ)]^ = Ιπΐ -1η~ = 1η -4- 

Ιφ V* ' 2 β 


Από το α) ερώτημα για ν = I παίρνουμε 
Ι 3 -Ι,-— 3 Ι,=Ι,-1=1η-^-1. 

2·2 2 2* 2 3 ^3 2 3 

Επίσης για ν = 3 έχουμε 1-Ι,= —ΐ—όρα 1, = I,—ί = 1η —!_ 

4-2 4 ’ ? 6 1/3 ?· ~ 6 


1 2 
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Υ) Είναι 


("Κ = 



ι 

1 




ΚΙ 

1 

2 

συν* 

2 


1 


εφ 


= _ = 1 

εφί 2ουν 1 —ιμ— 2ΐ|ΐ-συν* ^ 
2 2 2 2 2 


« 


-Γ 


ί_ 

τ*ιχ 


ν 

<3χ , από το γ) ερώτημα, εινία = Ιηεφ 


λ/2 


λ/3 


= Ιηΐ - Ιηεφ — = - Ιη ί 2 =-1η-1·= Ιηΐ/Ι = ίΐη3. 
6 3 VI 2 


Από το α) ερώτημα για ν = 0 παίρνουμε 

I, - 1 = -1 οπότε I, = 1.-1= 1 Ιη3-I . 

* 2 - 0 2 2 2 

Επίσης για ν =2 Βα είναι 1,-1·, = --*· και I, = 1, —— = - 1η3 - * - * . 

3·2 3 ' 3-2· 1 2 2 3-2 1 


ΘΕΜΑ 229 

α) Δίνεται συνάρτηση Γ παραγωγίσιμη στο ΙΚ. 

**+ι 

Εάν ΙίπτΠχ)=^ να δείξετε ότι Ιϊπι I [ί{1+1>- 

I# \+ I 

β) Να βρεθεί το Ιΐιη | ——1η(ί + 1)- ίΐηί <1ί. 

*-*+- |ί +1 ί ^ 


ί(ί)]άί = I. 


ΛΥΣΗ 

*χ+ί 

α)Έοτω Φ(χ)=| (Γ(Ι+1)-ί(ι)]{Ιι για την οποία ισχύει το Θ.Μ.Τ. του ολο¬ 

κληρωτικού λογισμού. Άρα υπάρχει ξε [χ, χ + 1] τέτοιο ώστε 
Φ(χ) = [«£ + 1) - ί(ξ)] (χ + 1 - χ) = Γ(ξ + I) - ί(ξ). 

Η Γ είναι παραγχογίσιμη στο [ξ, ξ + 1 ] άρα εφαρμόζεται το Θ.Μ,Τ, του δια¬ 
φορικόν λογισμού (Θ. Εα§ηιη£6) οπότε υπάρχει 

I€ (6»ξ + 1): Γ(1) = 81 + *>~ Γ ( ξ> = + 1)-ί(£) ιιλλά χ<£<χ+1 και 

ξ+ 1 -ξ 

ξ < I < ξ + 1 συνεπώς όταν χ -η» έχουμε £—»+«> και ι —»■ +». 
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Επομένως Πηι Φ(χ)= Ητη [Γ(ξ+ 1)-ί(ξ)] - Πέη Γ(1) = I- 


*Χ+1 

γπ I 


Δηλαδή Ιίιη [ί(ΐ+ 1)-ί(1))<11 = Ιίιη Γ(χ) =/. 


β) Για ίίχ) = !™ το Ηιη 
χ * 


Μ\ 


- 1η(ΐ + 1)-±1ηΐ 
1 ( 


άι = 


*χ+1 

ί 1 


= Ιίπι | [ί(1 + 1) - Γ(ί)] Λ. Είναι Γ(χ) = ·!—και 


Ιΐιτι Γ'(χ) = Ιίπι 

χ-*4* Χ-ί+ο 


1 -Ιηχ _ ~°° 
χ' \-Η» I 


— = Ιίιτι |—ϋ = 0, 


= Ιίπι — 

2χ Τχ > 


Συνεπώς με βάση το α) ερώτημα συ^εραίνουμε ότι και 

»χ+Ι 


Ηπτ 


ί α 


— Ιπ(1 + Ι)--1π( 
1 I 


<11 = 0 . 


ΘΕΜΑ 230 

α) Να δείξετε ότι το (μέγιστο) σύνολο ορισμού της συνάρτησης Γ με τύπο: 

Γ{χ) = χ λ/Γ+ χ + Ιη(χ + + 1) 

είναι το ΙΚ και ότι η συνάρτηση αυτή είναι περιττή στο ΙΚ. 
β) Να δείξετε ότι έχουμε Γ(χ) > χ 2 για κάθε χ > 0. 
β) Να υπολογίσετε το εμβαδό της περιοχής που περιέχει ακριβώς τα ση¬ 
μεία (χ, γ) του επιπέδου με 

0<χ^—και χ 2 5γ<ί(χ) 


ΛΥΣΗ _ 

α) Θα δείξουμε ότι είναι χ + '/χ 2 + I > 0 για κάθε χ € ΙΚ. Αυτό όμως είναι 
φανερό για χ>0. 

Ισχύει όμως (χ + λ/χ 1 ^· 1 ){-χ+λ/χ 2 + I ) = -χ 2 + χ'+ 1 = 1 Υχε ΙΚ 

οπότε για χ < 0 είναι χ + λ/χ~ -»-1 =- ■ ■ ■ ■ > 0 αφού -χ > 0. 

-χ + Ύχ 2 + 1 
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Η συνάντηση Γ έχει προφανώς (μέγιστο) σύνολο ορισμού το ΙΚ, είναι δε συ¬ 
νεχής και παραγωγίσιμη στο 1Κ. Τέλος V χ ε ΙΚ είναι 

Γ(-χ) = -χ V1 + χ 2 + 1η{—χ +λ/χ 2 + I)- 

= -χνί + 7 + 1η(- 1 ^,. \=—χV1 + χ 2 -Ιη(χ + ·ν'χ'+ ΐ) = -?(χ) 

\χ + λ/χ+Τ I 

Είναι λοιπόν Γ(-χ) - -ί(χ) V χ ε ΙΚ και η ί είναι περιττή συνάρτηση στο ΙΚ. 
β) Είναι V χ ε ΙΚ 


1 + 


I 


Γ(χ)=νΐ77+χ——^^=ν7+ϊ+_Λ = ^. - - 

2ύ1+χ’ χ+λ/χ'+Ι ύχ'+Ι ύχ'+Ι 

οπότε προκύπτει Γ(χ) = V 1 + χ + + χ — = V 1+χ* + V 1+χ - 2 -/Ι-ηχ . 

V I + χ 2 

Συμπεραίνουμε ότι για χ > 0 είναι Γ'(χ)> 2Vχ 2 = 2χ οπότε 
[Γ(χ) - χ 2 ]' = Γ(χ)- 2χ > 0 για χ > 0. Η συνάρτηση με τύπο Γ(χ) - χ 2 είναι 
λοιπόν αυστηρώς αύξονσα στο διάστημα [0. +») οπότε για χ > 0 έχουμε: 
ί(0) < Γ(χ) - χ 2 και αφού Γ(0) = 0 θα έχουμε Γ(χ) > χ 2 V χ > 0 και 
Γ(χ)>χ 2 για χ£0. 

γ) Το ζητού^ιενο εμβαδό είναι ίσο με: 


-3/4 -3/4 

Ε= ( (Γ(χ)-χ 2 ]άχ= I Γ(χ)άχ-!^- 

)ο λ 


Γ(χ)άχ - 


-3/4 

1 64 

-3/4 

Είναι όμως I ί(χ)άχ = 

/ο 



-3/4 _ -3/4 

ί χλ/ 1+χ" άχ + I 


χλ/ 1+χ"άχ+ ( 1η(χ+ν χ~+1 )άχ=!,+!,. 


Ισχύει 


1) 

Ι ί ν (χ)Γ(χ)άχ = 

[Γ’(χ)| 


ι 

. ν+1 

ίι 


Για το πρώτο ολοκλήρωμα Ι| βρίσκουμε 
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■Η 


3/4 

Ι,=-^| (1 + χΥ β (Ι + χΤ<1χ = Ι 


ι 1/2 

0»χ7 = Ι(125_Λ 

3/2 I 3164 / 


61_ 

192 


Με παραγοντική ολοκλήρωση στο Ι 2 , βρίσκουν 

12=1 Ιη(χ +λ/χ 2 + 1 )(χ')«1χ=Ιχ1η(χ + νχ Γ +Τ )] 0 - I · ; 

7ο 7ο νΤ+χ 

αφού είναι 11η(χ + Vχ* + I ) = *_. Είναι λοιπόν 

ΓΊΓ 

Υχ'4 I 


άχ 


Ι> = ~ 1η2 — 
4 


/ 3/4 

ίί· 


2 - 1/2 2^1 
(1+χ) (1 4 χ~)'άχ = — Ιη2 — — 

4 2 

13/4 


ν 1/2 


3/4 


(14 X*) 

1/2 ] 0 


δηλαδή Ι,=-1η2- Λ 1 + χ 2 0 = ^ 1π2-5- + 1 =1(Ιη8- 1). 
4 4 4 4 

Το ε|(βαδό Ε βρίσκεται τελικά ίσο με: 


61 Μ 


1 9 


1 


Ε = I. +1,-— = -^1- + — 1π8 - - - — δηλαδή Ε= -ί|η8--ί- 


64 192 4 


4 64 


96 


• Το επόμενο πρόβλημα προοφέρειαι για μια ικανοποιητική επανάλη¬ 
ψη, σ' ότι αφορά την έννοια και ας ιδιότητες της αντίστροφης συνάρτη¬ 
σης, ιδιαίτερα ο' όα αφορά την παράγων»ση της αντίστροφης συνάρτη¬ 
σης. Ταυτόχρονα, αναφέρεται η εύρεση του συνόλου ημών συνάρτησης, 
η μελέτης της μεταβολής της κ.λ.π. Τέλος, υπενθυμίζονται οι ιδιότητες 
των συναρτήσεων που ορίζονται με ολοκλήρωμα και η μελέτη της αρ¬ 
τιότητας τούτων. 


ΘΕΜΑ 231 

θεωρούμε τη σννάρτηση 



ΙΚ με τύπο ί(χ) = Υ^φχ νχε 0,^ 


α) Να δείξετε ότι είναι Γ(χ) = * * νχε(θ, π ] και ότι η ΐ έχει άπει- 

2«χ) I 21 

ρη παραγωγό για χ = 0. Ποια η αντίστοιχη γεωμετρική σημασία; 

β) Να μελετήσετε τη μεταβολή της ί για 0 < X < π , «σι να κατασκενά- 

2 

σετε αντίστοιχο πίνακα μεταβολής. Να χαράξετε το αντίστοιχο διά¬ 
γραμμα (γ) της Γ και να βρείτε το σύνολο τιμών της Γ και τις ενδε¬ 
χόμενες ασύμπτωτες του διαγράμματος τούτον, ► 
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► 

γ) Να δείξετε ότι η ί είναι αντιστρέψιμη συνάρτηση και ότι για την αντί 

στροφή συνάρτηση % της Γ, ισχύει §'(χ) = 2χ V χ > 0. 

1+ χ 4 


Να χαράξετε το διάγραμμα (ο) της §. 

6) θεωρούμε τη συνάρτηση φ: ΙΚ -> ΙΚ με τύπο φ(χ) = ί — -- V χ ε ΙΚ 

/ο 1 + Ι 4 

Να δείξετε ότι η η είναι άρτια και να χαράξετε το διάγραμμά της. 


ΛΥΣΗ 

α) · Για 0 < χ < π έχουμε εφχ > 0. οπότε, σύμφωνα με τον κανόνα παραγώγισης 
Ί 


για σύνθετες συναρτήσεις, είναι 

Γ'(χ)-1_«νϋ' = ί±3Ϊ = ί±ώ*> V χ ε 

2 V εφχ 2Υεφχ 2Γ(χ) 

• Για την παραγιογισΐμότητα της Γ οτο χ 0 = 0, θεωρούμε τον αντίστοιχο λόγο 


(°·!) 


μεταβολής 


ί(χ)-ί(0) _ί(χ) _ ί εφχ . 


χ-0 χ χ 

1 + εφ~χ _ 1 _ 




Έχουμε όμως Ηπι Ιϊηι 1 ^ ιι > Λ = -2- = -η» (κανόνας ταυΗοδρϊΐδΙ) 

Χ : 2χ ο + 

οπότε Ιΐπι = +«». Η Γ έχει λοιπόν άπειρη παραγωγό για χ = 0 

*-.ο + χ 

(Δεν είναι παραγωγίσιμη με τη στενή σημασία του όρου). Επειδή είναι συνεχής 
για χ = 0 επίσης, συμπεραίνουμε ότι το διάγραμμα (γ) της ί έχει κατακό- 
ρυφη εφαπτομένη στο σημείο 0(0, 0). 

β)·Η ί είναι συνεχής για 0 < χ < - και έχουμε 


Γ( Χ ) = 1 > 0 για 0 < χ < 5 

2ί(χ) 2 

Είναι λοιπόν αυστηρώς αύξουσα στο διάστημα 


τα μέ)ν της ισότητας Γ(χ)= ^ 


1 + Γ*(χ) 

«χ) 


Ο,ΐ). Παραγωγίξονμε τω 

(°·!) 


ΤΟΚΙΟ 


V Χ€ 


και έχουμε 
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ΟίΙ + 3Γ(χ)Γ(χ)1 V χ ε ίο, ΐ) δηλαδή 

\ 2 / 


ί"(χ) = - 

η ^(χ> 

Γ'(χ) = ίΙί^Ι[3ί 4 (χ)-11=ί1ίϊ1[3εφ 3 χ-1]. Είναιλοιπόν Γ'(χ) = 0 
2Γ(χ) 2ί\χ) 

για εφχ = δηλ. για χ = ^ καθώς και Γ '(χ) < 0 για 0 < χ < ^ και 


Γ '(χ) > 0 για — < χ < 

6 2 

Η μεταβολή της Ϋ στο διάστημα 
νονται στον επόμενο πίνακα 


0, ί\ και το αντίστοιχο σημείο καιιπής φαί- 
21 



• Σύνολο τιμών. Αφοί· ί(0) = 0 και Ιίπι ί(χ) = +» και η ΐ είναι αύ'ξουσα 

χ -* λ/2 

και συνεχής, το σύνολο τιμών της ί είναι το διάστημα ΙΚ + = [0,+»). 

γ) ·Η ί είναιανστηρώςαύξονσα, άοα !-1 και 
επο[ΐενως αντιστρέψιμη.Έστιυ ότι είναι £=Γ'. 

Τότε, το σύνολο ορισμού της § είναι το 
ΙΚ + = [0, -η»). Η § είναι επίσης συνεχής και 
αυστηρώς αύξουσα στο [0, +«>). 

Έστω τώρα τυχαίο σημείο χ με χ > 0 και 

1 = 8(Χ). 


• Θυμίζουμε ότι αν είναι Α 
το σύνολο ορισμού και Β το 
σύνολο τιμών τιις αντιστρέψι¬ 
μης συνάρτησης ί, η αντί¬ 
στροφη σννάρτιρη § = ί“' έχει 
σύνολο ορισμού το Β και σύ¬ 
νολο τιμών το Α. 
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Τότε χ = ί(ΐ) με 0<1<- και είναι 

2 

6'(Χ)= } - = - 2ί «- 

Γ α) I + Τ*(« I + X 4 

Είναι λοιπόν £'(χ) = - 2χ - V χ > 0. 

1 + χ 4 

• Διάγραμμα της § = Η 

Είναι συμμετρικό του διαγράμματος (γ) της 
Γ ως προς τη διχοτόμο ? = χ τυ»ν αξόνων. 
Έχει σημείο καμπής το 


1νι'« 


—I και ουι- 


ζόνπα ασύμπτωτο (για χ -* +») την ευθεία 

Υ = π/2. 



Κάθετ ιμή του συνόλου ορι-| 

σμού Β της £ = Γ ! γράφεται 
κατά ένα και μόνο τρόπο στη 
μορφή χ = Γ(1) με Ιε Α, όπου 

ι = §(χ). 

• Συνέχεια μονοτονία 

Είναι γνυκιτό ότι αν η Γ είναι 
συνεχής στο Α τότε η § = Η 
είναι συνεχής στο Β, Επίσης, 
αν η Γ είναι αυστηικός αίθου¬ 
σα (φβίνουσα) στο Α, τότε και 
η 8=Τ’ είναι επίσης αυστηριός 
«ύξουσα (φθίνονσα) στο Β. 

• Τέλος, αν χ σημείο τον συ¬ 
νόλου ορισμού Β της £ = Γ 1 
και είναι χ - Γ(£) με I ε Α εί¬ 
ναι δε η Γ παραγωγίσιμη στο 
I με Γ(0 * 0, τότε είναι 

|>'(Χ)= —= —- 

Γ'(1) Γ(§(χ)) 


ό) · Η συνάρτηση με τύπο — είναι σι*νεχής στο ΙΚ, οπότε (σύμφωνα με το 

! + χ 


θεμελιοιδες θεώρημα) η συνάρτηση φ με τύπο φ(χ)= ί 2ΐς1ΐ είναι παρα- 

)ο I +1 4 

γωγίαιμη στο ΙΚ και έχουμε φ'(χ) = _2*_ νχε ΙΚ. Είναι όμως και 

1 + χ 4 
2χ 

8"(χ) = —~- νχ>0. Αραγια χ >0, οι σΐΎαρτήοεις μ και φ διαφέροΐ'ν 
I + χ 

κατά σταθερά ο, είναι δηλαδή φ(χ) - §(χ) = ε V χ > 0 και ακόμα είναι 
φ(χ) - μ(χ) = V χ > 0, αφού φ, § είναι συνεχείς για χ = 0. Είναι όμιυς 
8(0) = 0 Φ(0) = 0. οπότε και ο = 0. 

Θα έχουμε φ(χ) = §(χ) V χ > 0. 
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• Αρτιότητα της φ. Το ολοκλήρωμα 


ο I + I }ο 1 + 1 


% 7 

2ΐόΐ_ _ I ά(ό 

4 . - 


με την αλλαγή 


1 


μεταβλητής Ι 2 = υ γίνεται ψ(χ) = 



Υχε ΙΚ. 

4 


Βρίσκουμε λοιπόν ψ(-χ)= I - υ —=<(.'( χ) V χ € ΙΚ. 

7ο 1 + θ' 

Η φ είναι άρτια συνάρτηση στο ΙΚ. Το διάγραμμά της, συμπίπτει για χ > 0 
με το διάγραμμα της § = ?"’ και για χ<0 είναι το συμμετρικό τούτον ως 
προς τον άξονα γ'γ. 

• Διάγραμμα της η 






■> 

χ 


Ο 
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1. ί) Έστω Α πίνακας τύποι* μχμ τέτοιο; ώστε Α 2 = Ο, Νιι δείξετε ότι για 
κάθε ν € ΙΝ* ισχύουν 
α) (I + Α) ν = I + νΑ. β) Α(Ι + Α) ν Α 
ίί) Να δείξετε ότι 


Γ ° 

2 

3 ■ 

ΙΟΙ» 

' -99 

200 

300 ] 

1 

-1 

-3 


100 

-199 

-300 

1 -1 

2 

4 


-100 

200 

301 . 


2. Έστω Α πίνακας 3x3, τέτοιος ιόστε να είνιιι X Τ ΑΧ = Ο για κάθε πίνακα 
X τύποι* 3x1. Να δείξετε ότι είναι Α 1 = -Α και ότι ο Α δεν είναι αντι¬ 
στρέψιμος. 

3 . Έστω Α ένας νχν πίνακας τέτοιος ώστε Α 4 = 161 . 

Αν οι πίνακες Α + 2 και Α 2 + 41 είνιιι αντιστρέψιμοι να δείξετε ότι 
α) Α = 21, β) I + Α + Α 2 + ... + Α 1995 = (2 1996 - 1) I. 

4. Έστω Α, Β πίνακες τύποι* 2x2 τέτοιοι ιόστε οι πίνακες Α, Α + Β, Α + 2Β, 
Α + 3Β. Α + 4Β να έχουν ως στοιχεία ακέραιους αριθμούς, να είναι αντι¬ 
στρέψιμοι και οι αντίστροφοι αυτών να έχουν επίσης ως στοιχεία ακέραιους. 
Να δείξετε ότι ο πίνακας Α + 5Β έχει τις ίδιες ιδιότητες. 

(Ρυΐωαη Δεχ. 1994) 

5. Έστω Α ένας πίνακας τύπου 2x2. 

α) Αν οι αριθμοί Χ|, χ 2 είναι οι ρίζες της εξίαιοσης ΙΑ — χΙΙ = 0 να δείξετε 
ότι Χ|Χ; = ίΑΙ, 

β) Αν το άθροισμα των στοιχείων της κύριας διαγωνίον του Α είναι μηδέν 
νιι δείξετε ότι 

ΐ) ΙΑΙ <0. όταν Χ|,Χ 2 € ΙΚ. ■■) ΙΑΙ > 0. όταν χ,,χ,ε £\ΙΚ. 

6. Αν οι εξισώσεις α,ΐ 3 + β,ι 2 + γ,ι + δ, = 0, α 2 ΐ 3 + β 2 ( 2 + γ 2 ΐ + δ 2 = 0, 
α3* 3 + Ρ.ι ι2 + Υ.ύ + δ.ί = 0, έχουν κοινή λύση να δείξετε ότι 


Λ, 

«ι Ρι 

3 

«. Ρι Υι 

2 

Ρι Υι δ] 

δ. 

α, β 2 

= 

α, β, γ 2 


Ρ; Υί δ 2 


% (3, 


«ί Ρι Υ 3 


Ρ.τ Υ.ι δ Λ 


7. ϊ) Να δείξετε ότι για κάθε τετραγωνικό πίνακα Α ισχύει ΙΑ'Ί = ΙΑΙ ν , ν ε ΙΝ*. 















228 


Η) Αν Α είναι ένας 2x2 πίνακας και 


α·- 


1 Β 

.0 I 


όπου υ σταθερός θετι¬ 


κός ακέραιος, τότε με τη βοήθεια της ισότητας Α'-Ά = ΑΑ'· να δείξετε ότι 
α) Ο πίνακας Α είναι της μορφής Α = * - 


β) Αν χ>0 να βρείτε τον πίνακα Α. 

8. Έστω Α ένας πίνακας τόπου 3x3 τέτοιος ώστε Α 3 = Ο. Να δείξετε ότι 

ί) Οι πίνακες Β - (I + Α) 2 - Α και Γ = (I - Α) 2 + Α είναι αντιστρέψιμοι 
και να βρεθούν οι αντίστροφοί τους, 
ίί) Οι πίνακες Β-Γ και Β 2 -Γ 2 δεν είναι αντιστρέψιμοι, 
ί») Ο πίνακας Β + Γ είναι αντιστρέψιμος και να βρεθεί ο (Β + Γ)* 1 . 

9. Αν (χ 0 . Υο. Ζο> είναι λόση του συστήματος 


/χ—γ + (λ - 1 )ζ =0 


Μα 2 *) 

/ (λ - 1 )χ + 2γ - ζ = 0 

(Σ) να δείξετε ότι 

Χΐ, 

|χ + γ-λζ = 0, λ ε ΙΚ 




10 . Να βρείτε τις τιμές των β, γ ε ΙΚ έτσι ώστε το σύστημα 

|(Ιηα)χ + (« - 1 )γ = β + « ν(( Ε ς ν(α ονμβιβαστό γιακάθε α > 0, 
Ιχ + (α-1)γ = γ-α 


Π. Αν οι ισχύουν οι σχέσεις αχ + βγ — κ = 0 και γχ + δγ - λ = 0 μόνο όταν 


χ-1 κ & 
λ δ 


και γ = 


α κ 
Υ λ 


να δείξετε ότι αδ = ! + βγ. 


12. Αν ακ + βλ + γ|ΐ = γκ + α). + βμ = βκ + γλ + αμ να δείξετε ότι ένα τουλάχι¬ 
στον από τα συστήματα 
αχ + γγ + βω = 0 | κχ + λγ + μω = 0 

βχ + αγ + γω = 0 (Σ) και ίμχ + κγ + λω = 0 (Σ') 

ιγχ + βγ + αω = 0 Ιλχ + μγ + κω = 0 

έχει και μη μηδενικές λύσεις (χ. γ. ω). 


13 . Έστω παραλληλόγραμμο ΑΒΓΑ, Ο το κέντρο βάρους του τριγώνου ΑΒί' 

και σημείο Ε τέτοιο ιίχπε ΒΕ = - ΒΓ . Αν η ΟΕ τέμνει τιμ’ ΑΓ στο ση- 

4 

μείο Κ να δείξετε ότι 
ί) ΑΚ = 2ΑΓ, ΐι)όκ =40Ε. 

14 . Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ του 
επιπέδου του για τα οποία ισχύει 

|μα+μβ + μγ|=|2μα-μβ-μγ|, 
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15.'Εατω τα διανυσματα ,1. β. γ του επιπέδου με |«| = I, |β1 = |γ| = 2 καίλ&ς 


επίσης 


(α, β) = 90° και (β\γ) = 


150°. Να δείξετε δτι α + β + γ = 0. 


16 • Δίνονται τα όιανύσματα α,β για τα οποία ισχύουν |ά| =|β| = I 


και 


(η.4= 

Η-£ 


60°. Αν δ=λα+β να βρείτε την τιμή του λ € ΙΚ έτσι ώστε 


και στη συνέχεια να βρείτε τη γωνία 


(α, δ)· 


17. ί) Να δείξετε ότι προβ*β" = α Ρ- α 

|α| 

Η) Αν ισχύει (αβ) 2 *(|«|προβ£α [ |β|προβ;β] να δείξετε ότι αΤΤβ'. 

1ο*Έστω τα όιανύοματα α, β, γ τον επιπέδου για τα οποία ισχύουν 

α+2β-3γ=0. |ά|=^-, |β|= 1. |γ| = — και 0<(α.β)<-. 

3 9 2 

Κ) Να βρείτε τη γωνία («, β) 

ΐί) Αν για το όιάνυσμα δ ισχΟουν δΧα και [ί X (ία-δ) να εκφράσετε 
το δ ως γραμμικό συνδυασμό των α, β. 

19. ί) Να δείξετε ότι η εξίσωση χ 2 + γ 2 - 2χγ - (λ 2 + ] )χ + (λ 2 + Πγ + λ 2 = 0 
παριστάνει δύο ευθείες ε,, ε 2 παράλληλες μεταξύ τους για κάθε τιμή του 
λ ε (1, +«°) 

ΐί> Να βρείτε την τιμή του λ έτσι ώστε το εμβαδό ενός τετραγώνου τον οποίου 
οι δύο πλευρές βρίσκονται πάνω στις ε ( και ε 2 να είναι ίσο (ΐε 2. 

20 . Δίνονται οι ευθείες ε,: χ - 2γ + 2 = 0 και ε 2 : χ - γ - 1 = 0. Να βρείτε την 

εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από την αρχή των αξόνων και ορίζει ^ιε τις 
(Ε|), (ε 2 ) ισοσκελές τρίγωνο του οποίου οι ίσες πλευρές βρίσκονται πάνω στις 

(*■)» (ετ)· 

21 . Οι πλευρές τριγώνου ΑΒΓ έχουν εξισώσεις αχ - βγ = 0. αχ + βγ = 0 και 

αχ + βγημθ = αβσυνθ όπου είναι αβ * 0 και 0 < Η < Λ . Να δείξετε ότι το 

2 

εμβαδό Ε του τριγώνου, είναι ίσο με Ε = ΙιιβΙ. 
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22. Ν« βρείτε την εξίσοση του κίχλου που εφάπτεται της ευθείας 
ε: νΤχ- γ -2 = 0 καν του άξονα χ'χ ατο σημείο 0(0,0). 

23. Δίνονται ον ευθείες εμ χ = -2 και ε 2 : χ = 2. 

ί) Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου (ο) που εφάπτεται της (ε ι) καθώς 
επίσης και του άξονα γ'γ στο σημείο 0(0,0). 
ίί) Ένα σημείο Μ κινείται στην ευθεία (ε 2 ). Από το σημείο αυτό φέρνουμε 
τις όύο ευθείες που εφάπτοντιιι του (ο) και τέμνουν την (ε,) στα σημεία 
Κ, Λ. Να δείξετε ότι το κέντρο βάρους του τριγώνου ΚΛΜ είναι σταθερό. 

24. Δίνεται η παραβολή ο: χ 2 = 4γ. Μεταβλητή ευθεία στρέφεται γύρω από την 
εστία της (ο) και τέμνει την παραβολή στα σημεία Α και Β. 

Να δείξετε ότι το —ί— + ' είναι σταθερό. 

(ΕΑ) (ΕΒ) 


25 .Τα σημεία Α, Β κινούνται πάνω στους άξονες χ'χ και ψ'ψ αντίστοιχα 

έτσι ιόστε (ΑΒ) = 4. Να βρείτε την καμπύλη στην οποία κινούνται τα σημεία 

Μ για τα οποία ισχύει ΜΒ = 3 ΑΜ. 

ϊ 2 

26 . Δίνεται η έλλειψη ο: —+Χ- = ! (α > β) με εστίες τα σημεία Ε(γ, 0) και 

« ρ 2 

Ε'(-γ, φ καθώς επίσης και το σημείο κ|γ, ^ | αυτής. Αν Ρ είναι σημείο 


του θετικού ημιάξονα Οψ τέτοιο ώστε ΡΚ 1 ΡΕ' να δείξετε ότι η ευθεία 
ΡΚ εφάπτεται στην έλλειψη (ο). 

27. ί) Αν Α, Β είναι ενδεχόμενα ενός πειράματος τύχης να δείξετε ότι 
Ρ(Α η Β) > Ρ(Α) - Ρ(Β'). 

Η) Αν Α 1( Α>,... Αν είναι ενδεχόμενα ενός πειράματος τύχης να δείξετε ότι 
ν + Ρ(Α| οΑ,ο... η Αν) £ I + Ρ(Α,) + Ρ(Α 2 ) +... + Ρ(Α ν ), ν ε ΙΝ*. 


28 . Δίνονται οι μιγαδικοί ζ. \ν για τοι*ς οποίους ισχύει ιν = 


ζ- 1 
ζ + ί 


Αν η εικόνα 


του ζ στο μιγαάικό επίπεδο κινείται στην ημιευθεία Αγ§(ζ) = π να βρείτε 

4 

την καμπύλη στην οποία κινείται η εικόνα του \ν. 


29 .Εστία Γ(ζ) = ζ 2 + Αζ + Β όπου Α. Β € € πολικύνυμο τέτοιο ώστε V ζ € € 
με ΙζΙ = 1 να είναι ΙΓ(ζ)Ι - I. 

Να δείξετε ότι θα είαι τότε Α = Β = 0. 
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30. θεωρούμε τα σημεία Μ(ζ) του κύκλον ΙζΙ = 1 (ο) τον μιγαδικού επιπέδου. 
Να βρείτε σε ποια από αυτά τα σημεία παίρνει τη μεγίστη τιμή της η παρά¬ 
σταση ί(ζ) -12 ? - ζ + 21 και ποια είναι αυτή η μέγιστη τιμή. 


31. α) Να δείξετε ότι για ζε € είναι 


ζ + ί 
ζ-ϊ 


< I 


τότε και μόνο, όταν Ι^ίζ) < 0. 


β) Έστω ότι για τους αριθμούς ζ,, ζ>.ζ* ε € ισχύει 


ζ, + ϊ 

4- 

ζ 2 + ΐ 

4- + 

ζ ν + ί 

ίζ,-ί 


ζ 2 -ϊ 

1 . ■ ■ Τ 

ζ ν -ί 


( 1 ) 


Να δείξετε ότι θα είναι και 


ζ+ ι 
ζ- ΐ 


<1 και ζ =ζ,+ 2,+...+ζ ν 


< I. 


32. Θεωρούμε τη συνάρτηση Γ: [-1, 1] -» ΙΚ με τύπο 

^ Χ )_ /αχ“-3χ + 1 αν-Ιίχ<ϋ 
\χ” + βχ + 1 αν 0 < χ £ 1 

α) Να βρεθούν τα α, β ε ΙΚ. ιίκιτε η ί να ικανοποιεί τις προϋποθέσεις τον 
θεωρήματος τον Κοίΐσ στο διάστηιια 1-1, 1). 
β) Να βρεθεί για ποιο σημείο χ 0 ε (-1, 1) είναι Γ(χ 0 ) = 0. 

33. Έστω Γ: Α — * ΙΚ σι·νάρτηση παραγωγίσιμη στο χ ( > με Γ(χ η ) = 0 και τέτοια 
ώστε και η συνάρτηση με τύπο §(χ) = ΙΓ(χ)Ι να είναι επίσης παραγωγίσιμη στο 
χ 0 όπου χ 0 εσωτερικό σημείο τον Α. Να δείξετε ότι είναι Γ(χ 0 ) = 0. 

34. Δίνεται συνάρτηση Φ(χ) = , 0 < χ < 1. 

χ(1 — χ) 


α) Να δείξετε ότι η Φ είναι ανστηρως αύξονσα στο 


ψθίνονσα στο 




και ανστηρως 


β) Να βρείτε για ποιες τιμές του κ ε ΙΚ η ευΒεία γ = κ τέμνει τη γραφική 
παράσταση της Φ. 


35 . Εάν το γράφημα της σΐ'νάρτησης Γ έχει πλάγια ασύμπτωτο την ευθεία ^ιε εξί- 

σακτη γ = χ + 2 
2 

α) Να βρείτε το Ηπτ “ λ χ “6* Γ.*Ι η .? 

*“**** χί(χ) + Ιπχ + χ 2 


β) Να δείξετε ότι 


Ιίτη Γ(χ) = +οο και Ιίιη Γ(χ) = -, 

X —2 
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36. Δίνεταισι>ν«ρτηοη ί·(χ) = “*_ + 1** -Λ με α * Ο και 4α-2β*γ, α,β,γ 

χ + 2 

πραγματικές σταθερές και χ * -2. 

α) Να βρεθούν τα α,β,γε ΙΚ έτσι ώστε η γραφική παράσταση της 1' να έχει 
ασύμπτωτο και στο +«· (και στο -*>) την ευθεία γ = 2χ + 3 και να πα¬ 
ρουσιάζει «κρότατο στο χ 0 = -1, 

β) Για ποιες τιμές του κ η ευθεία γ = κ τέμνει την Ο, (γραφική παρά¬ 
σταση της Π σε δύο σημεία και για ποιες τιμές εφάπτεται σ’ αυτήν, 
γ) Για λ > 0 να δείξετε ότι οι ευθείες ν = λ + 3 και γ = -λ - 5 τέμνουν την 
Ο, σε 4 σημεία που είναι κορυφές παραλληλογράμμου, 

6) Εάν ο ρυθμός αύξησης του λ με λ > 0 είναι 2μον./δβο να βρεθεί ο ρυθμός 
αύξησης της πλευράς του παραλληλογράμμου που βρίσκεται πάνα) στην 
ευθεία γ = λ + 3 όταν λ = 4. 

37. Δίνεται σχ·νάρτηση Γ με ί(χ) > 0 V χ ε (0.1 ). Γ(0> - I , Γ(1) = ε, ί (χ) > 0 
V χ ε [0,1] και η Γ στρέφει τα κοίλα κάτω στο [0.1]. 

Να αποδείξετε ότι υπάρχει ακριβυ'κ ένα χ 0 ε (0. 1) στο οποίο η εφαπτομένη 
στο (χ 0 , Γ(χ«)) της Ο,· είναι παράλληλη στην ευθεία με εξίσυκτη γ = ί(χ ( |)χ + κ. 

38. Να βρεθεί για δεδομένο α > 0, το πλήθος των θετικών λύσεων τιις εξίσωσης 
χ" = ε*. Για ποια τιμή του α η εξίσωση έχει μία και μόνο λύση; 

39. α) Έστω ί: ΙΚ —»ΙΚ συνάρτηση παραγωγίσιμη στο σημείο Χ(, ε 1Κ. Να δεί¬ 

ξετε ότι αν είναι ί(χ,>) * 0, τότε και η συνάρτηση § με τύπο §(χ) = !Γ(χ)Ι 
είναι επίσης παραγωγίσιμη ιττο χ„ και είναι β'{Χο) = Γ' (χ 0 ) αν ί(χ 0 ) > 0, 
ενώ § '(χι>ί = —Γ(χο) αν ί(χ 0 )<0. 

β) Αν είναι Γ(Χο) = 0. και οι σΐΎαρτήσεις ί και § είναι και οι δύο παρα- 
γιηγίσιμες στο χ 0 . να δείξετε ότι θιι είναι Γ(χ 0 ) = β'(Χο) = 0. 
γ) Να βρείτε για ποιες τμιές τον λ είναι παραγωγίσιμη στο ΙΚ η συνάρτηση 
£. με τύπο $(χ) = Ιλ - ημχΙ. 

40. Να βρείτε τους πραγματικούς αριθμούς α, β. γ αν η γραφική παράσταση της 

συνάρτησης ^χ)-* 06 +4χ + β ασύμπτωτο ευθεία τον άξονα χ'χ και 
χ' + γχ + 12 

σημείο καμπής το Κ(0. I). 

41 . Θεωρούμε τη συνάρτηση ί; ΙΚ—>ΙΚ |ΐε τύπο Γιχ) = (χ - 2)ο Λ + χ + 2 V χ ε ΙΚ 
α) Να μελετήσετε τη μεταβολή της I για χ ε ΙΚ και 
β) Να δείξετε ότι είναι (χ - 2)β' + χ + 2 > 0 V χ > 0. 
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42 . Να |3 οεΟεϊ η ελάχιστη τιμή της συνάρτησης ί: (0. 2> — > ίΚ με τύπο 

ί(χ) = χ*- 8χ + 4χΙηχ - “ ημ |~~·| V χ € (0,2). 

43 •Έσπιι ί: (-1. I) —» ΙΚ. συνάρτηση παραγωγίσιμη για χ = 0 και τέτοια ιίκττε 

για κάθε χ β (-1. 1) να είναι Γ(0) = 2 και ΙΓ(χ)Ι < α ν + β χ (I). 

Να δείξετε ότι είναι Γ(0) » 0 και αβ = 1. 

44 . Δίνεται συνάρτηση ί παραγωγίσιμη στο |χ () . χ 0 + 2] τέτοια ώστε Γ(χ 0 ) =~5 

και Γ(χ„ + 2) = 1. Να αποδείξετε ότι υπάρχουν ξι,ξ 2 με Χο < =ι < < χ ο + 2 

τέτοια ώστε Γ (ξ| )·Γ(ξ 2 ) - 9. 


45. Δίνεται η συνάρτηση ί(χ) = ^ - αχ' + β. 


«I Να καθοριστούν τα α, β £ ΙΚ (ΐν γνωρίζουμε ότι ατο χ„= I η γρα¬ 
φική παράσταση τη; ί. έχει σημείο καιιπής το Μ( I. Γ( I )). Να δείξετε ότι 
το Μ είναι μέσο του ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ με Α(χ !? Γ(χ ( )), 

Β(χ ; , ί(χ 2 )) ό.τοΐ' ί(Χ|), ί(χ 2 ) τα τοπικά ακρότατα της {"(χ). 
β) Να δείξετε ότι το εμβαδό που περικλείεται από την 0 Γ και τη χορδή της 
ΑΜ ισοΰται με το εμβαδό πον περικλείεται από την 0 Γ και την ΜΒ, 


46 .«) Να δείξετε ότι η ευθεία )τ = χ είναι εφαπτομένη της γραφικής παράστασης 

της Γ(χ)-Ιιιλ * + χ στο (0,0) και ότι κάθε ευθεία γ = λχ με λ> ! 
V Ι-χ 


έχει εκτός του (0.0) άλλα δύο κοινά σημεία με την Ο, συμμετρικά «< 
προ; το (0,0), 

β) Βρείτε την τιμή τη; ί ατο 1/2 και παρατηρήστε ότι το ί-. 1η V 3 1 είναι 


κοινό σημείο της Ο, και της ευθείας χ = 1π3\ κατόπιν να βρείτε το εμβαδό 
που περικλείεται από την και την ευθεία ν = Ιη3\ 


47 . Δίνονται οι συναρτήσεις ί'(χ) = χ V I - χ και §(χ) = V Τ- χ . Να βρεθεί το 
εμβαδό του χωρίου ποχ· περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις τιι>ν συ¬ 
ναρτήσει ιιν ί. -ί και §. 

( π 

χ(Ιηχ) αν χ>() 

0 αν χ = 0 

«) Να εξετάσετε αν η ί είναι συνεχής στο χ = 0 και να βρείτε την παράγου/ο 
ΓΊχ> για χ > 0. Επίσης να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας και τα 
ενδεχόμενα ακρότατα της Γ. 
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β) 


Να βγείτε το 


ΙΐΓΠ ϋ 


«X) 


»♦ X 


και να εξηγήσετε γεοηιετρικά το αποτέλεσμα. 


γ) Να βρείτε το ειιβαδό της περιοχής που βρίσκεται ανάμεσα στο διάγραμμα 
(γ) της ί και την ευθεία γ = χ. 

δ) Να βρείτε την εφαπτομένη (Τ) στο σημείο μ|-.γ|*|| και να δείξετε 

ότι για χ> - το διάγραμιια (γ) βοίσκεται πάνω από την εφαπτομένη (Τ) 
ε 

49 . Δίνεται η συνάρτηση ί(χ) = χ 4 ε“* + 3χ + I. 
α) Να βρεθεί η ασύ|ΐπτωτος στο +°°. 

β) Να βρεθεί το όριο του εμβαδόν που περικλείεται από το γράφημα της ί(χ), 
την ασύμπτωτο της στο +<» και τις ευθείες χ = 1 και χ = ΐ 2 καθώς το 
I-»+«>. 

50. Να υπολογίσετε εφαρμόζοντας διαδοχικά δίο φορές τον τύπο της παραγο- 
ντικής ολσκλήριοσης. το ολοκλήρωμα 


Ι(α) = 



σνν(Ιηχ)(1χ 


(για α>0) 


51. α) Να βρεθεί η ασύμπτωτος της γραφικής παράστασης της Γ με 

Γ(χ) = ε**ημχ + χ. 

β) Να βρεθεί το εμβαδό που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της 
Γ(χ) την ασύμπτωτο και τις ευθείες χ = 2πν και χ = 2π(ν + 1), 

52. Εάν η ί είναι συνάρτηση που το γράφημά της έχει ασύμπτωτο στο -Η» την 

ευθεία με εξίσωση γ = χ + 4 και κάθε σημείο Μ(χ 0 , Γ(χ η )) με χ 0 > 1 . βρί- 

2 

ιτκεται ψηλότερα από το Ν(χ Π . γ 0 ) κατά — 0 να βρείτε το όριο του ε^ιβαδοΰ 

που περικλείεται από το γράφημά της, την αούμπτωτό της και τις ευθείες 
χ = α και χ = α + I όταν α —* +<». 


53. α) Να βρεθεί το εμβαδό που περικλείεται μεταξύ της γραφικής παράστασης 

της ί(χ) = χ + 2 + — χ , της ασύμπτωτοι» της στο +» και των ευθειών 
2 χ 

χ = α 2 και χ = α 2 + I, α * 0. Ποια η τιμή του για α= 1. 
β) Να βρεθεί το όριο αυτοί* του εμβαδού όταν α —> 

54 . Αν για τη συνεχή συνάρτηση στο (-1, +«) ισχύει 
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..Γ 

Λ» 


Γ(ΐ)(1ΐ - 31η(χ + 1) > χ* + αχ, V χ > -! και 
ϋ) τέμνει τον γ'γ στο Μ(0, 2), να δείξετε ότι α = 1. 


Γχ/· 


ΐί( 


55. α) Να υπολογίσετε για χ ε ίΚ το ολοκλήρωμα 

β) Με τη βοήθεια κατάλληλης παραγοντικής ολοκλήρωσης να υπολογίσετε 
το ολοκλήρωμα ^ 2ίε *'<1ΐ (χ ε ΙΚ). 


56 . Να δείξετε ότι υπάρχει ένας και μόνο θετικός αριθμός α, τέτοιος ιίχπε για κά¬ 

θε πολυυτνυμική συνάρτηση ί το πολύ βα()[ΐου 3, να είναι: 

I Ρ(χ)άχ = | ρ(ί - °) + ρ (!) +ρ (^ + α ) 

57 .Έστω Γ συνάρτηση με συνεχή Λεύτερη παραγωγό στο διάστημα [α, β| (α<β) 

και τέτοια ώστε οι εφαπτόμενες του διαγράμματος της ί στα σημεία 
Α(α, ί(α)) και Β(β, Γ(β)) να είναι κάθετες ενώ η εφαπτο^ιένη στο Β σχήμα- 

τίζει με τον άξονα χ'χ γωνία ω, με ημ2ω=". Να δείξετε ότι θα είναι 

ί Γ 'ίχΧΐχ = 5. 

/ » 

58.Έστω ί: ΙΚ —> ΙΚ συνάρτηση συνεχής στο !Κ και τέτοια ώστε να είναι 

Ρ * 

ί'(χ) + I Ιί(0άΐ = 1 Vχε ΙΚ 


/ 

/» 


α) Να δείξετε ότι η Γ είναι παραγωγίσιμη στο ΙΚ, 
β) Να δείξετε ότι είναι β' 2/ -ί(χ) = ο = σταθ. V χ ε ΙΚ. 
γ) Να βρείτε τη συνάρτηση ί. 

59. Να βρείτε τη συνάρτηση ί: ΙΚ —► ΙΚ. με συνεχή παραγωγό στο ΙΚ και τέτοια 
άκιτε για κάθε χ € ΙΚ. να είναι 


Γ(χ)*ί [η 

/ο 


Γ(χ)- ί ΙΠΟ + (Γ{1)> ] άΐ + 1995 
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60. Δίνεται η συνάρτηση Ρ(χ)= ( Ιπ(! + ^ ι 

I 1 

α) Να μελετηθεί ως προς τη μονοτονία και τα κοίλα 

άΐ. 


β) Να βρεθεί το Πιτι 

X I 


( 1η 11±Ι1 


61 .Έστω ί: [α, β] ί: —> ΙΚ συνάρτηση συνεχής στο [α, βΐ (α < β) και της οποίας 
το διάγραμμα, στρέφει τα κοίλα προς τα πάνω στο [α, β). 

Να δείξετε ότι θα είναι και 

/ II 


62. Να βρεθεί το 



Λ. 





























δημητρης γεωργακιλας 


ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

για την επανάληψη της 4ης Δέσμης 


Περιέχει: 

• Λυμένα θέματα από όλη την ύλη 

• Διαγωνίσματα με τις λύσεις τους 
στα πρότυπα των γενικών εξετάσω ν 

• Τα θέματα των γενικών εξετάσεων 
των τελευταίων ετών 


στο δρόμο σας γι α την επιτυχία 


,Μ« 


Θεσσαλονίκη 



X. Βαφειάδης =■ 


εκδόσεις: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΒΙΒΛΙΟΘΗΚΗ 












Τ I ΧΡΟΝΗ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ 

ΜΕΘΟΛΟΛΟΠΛ 


Θ. Ν. Καζαντζή 


Ολοκληρώματα 


ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗ 


ΕΚΛΟΣΕΙΣ ΜΑΘΗΜ ΑΤΙΚΗ ΒΙΒΛΙΟΘΗΚΗ \. ΒΑΦΕΙΛΛΗΣ 










σειρά: ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 

φ εξετάσεις '93 
Διαγωνίσματα - επανάληψη 

• εξετάσεις '94 
Προβλήματα - επανάληψη 

• εξετάσεις ’95 
Θέματα - επανάληψη 











